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AVANT-PROPOS. 


Les meUhodes qiie je vais exposer dans cc second Volume sent 
dues aux efforts d’un grand nombre d’astronomes contemporains, 
mais e’est a I’cxposition dc celles de M. Gjlden, qui sont les plus 
parfaitos, que je consacrcrai le plus de pages. 

TouLcs CCS in<5thodcs ont un caract^rc coinmun; les savants qui 
les ont imaginecs se sont efforeds dc d^velopper les coordonndes 
dos aslres en series dont tons les lernies soient p^riodiques el de 
fairc disparatlre ainsi les tei*mes dits sreutaires quo I’on rencon- 
irait avee les anciens proeddds d’approximation successive, et oi'i 
Ic temps sorlail dcs signes sinus ct cosin ns; mais, en revanche, ces 
savants nc se sont pas prdoccup^s de savoir si les series qu’ils 
obtenaienl (Staient convergentes au sens que les g6om6tres don- 
nent ill CO mot. 

Aussi, landis quo les rcsultats obtenus dans le premier Volume 
ctaicnt iStablis avec toute la rigueur ^ laquelle les matbdmaliciens 
sont accouLum^s, ceux que je vais exposer ne sont vrais qu’avec 
unc ccrlaine approximation, qui cslcerlainement trds grande, d’au- 
tant plus grande que les masses sont plus petites. II est tres diffi- 
cile dc mesurer exactement, dans ebaque cas, Terreur ainsi com- 
mise, mais on pent en trouver une limitc sup^rieure, qui, il est 
vrai, est probablemcnt ir^s grossi^re. 

Los termes de ces series, en eJQTet, ddcroissent d’abord tr^s rapi- 
dement ot se mettent ensuite i crottre ; mais, comme les astronomes 
s’arr^tent aux premiers termes de la s^rie et bien avant que ces 
termes aient cess^ de d<§crottre, rapproximaiion est snffisante pour 
les beaoins de la pratique. La divergence de ces d^veloppements 
n'aurait d’inconvemient que si Ton voulait s’en servir pour etaiiHr 
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rigoureusement cerlains resultats, par example la stabilile du sys- 
tcme solaire. 

Dans le Ghapitre VIIT, je cherche a expliquer en qaol consiste 
ce malenlendu entre les geometres et les astronomes; comment 
certaines series que les premiers appellent dwergentes peiivent 
rendre des services a ces derniers* comment les regies ordinaires 
du calcul sont applicables a ces series, Les methodes peut-etre iin 
peu longues qui me conduisent a ce dernier resultat ont I’avanlage 
de inontrer comment on pourrait trouver une limite superieurc de 
Terreur; on pourra du reste rapprocher ce Ghapitre VIII de la 
discussion qui se trouve ala fin da Ghapitre VII. 

Dans les Ghapitres suivants, j’expose les plus simples des 
methodes nouvelles, celles qui sont dues a MM. Newcomb el 
Lindstedt. Je raonlre comment on peut triompher de certaines 
difficultes que Ton rencontre quand on. veut les appliquer an cas 
le plus general du Probleme des trois Gorps. 

Ges difficultes sont au nombre de deux : d’abord, pour que la 
rndthode deM. Lindstedt soit applicable, soil sous sa forme primi- 
tive, soil sous celle que je lui ai ensuite donn^e, il faut qu’en pre- 
miere approximation les moyens mouvements ne soient lies par 
aucune relation lin^aire a coefficients entiers ; or, dans le Probleme 
des trois Corps, les moyens mouvements qui doivent entrer en 
ligne de compte sont, non seulementceiix des deux planeies, mais 
encore ceux des perihelies etdes nceuds. Mais, en premiere approxi- 
mation, c’est-a-dire dans le mouvement keplerien, les perihelies 
et les nceuds sont fixes : leurs moyens mouvements sont done nuls 
et la condition quej^ai ^nonc^e plus haul, c’est«a-dire I’absence 
de toute relation lin^aire a coefficients entiers, n’est pas remplie. 
Apres avoir expliqu^ comment on peut diriger les approximations 
suivantes de fagon a ^chapper a cet inconvenient, je passe a une 
seconde difficulte qui se presente quand les excentricites sontextre- 
mement petites. Je montre qu’elle est artificielle et qu'on I’evite 
en prenant pour point de depart, non pas les cercles auxquels 
se reduisent les ellipses kepleriennes quand les excentricites sont 
nuUes, mais les orbites decrites par nos planetes dans le cas des 
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solutions periodiqiies de la premiere sorte etudi^es au Chapitre IIL 

Dans les fascicules suivants, j’exposerai d’abord les premieres 
m^lhodes de M. Gylden; fondles sur des principes qui ne sont 
pas sans analogie avec ceux dont je viens de parler, elles jaermet- 
tenl de Lriomplier des in^mes obstacles; mais, en outre, beaucoup 
de difficultes de detail sont vaincues par des artifices aussi ele- 
gants qu’ingenienx. 

Je coiisacre quelques paragraphes aux precedes d’integration 
applicables a certaines equations differentielles que M. Gylden est 
amene a conslderer et j’insiste surtoiit longueinent sur Tune 
d’elles qui est particulierement inleressante et qu’un grand 
nombre d’auLres geometres ont egalement envisagee. 

Dans retude de ces methodes, je m’ecarte souvent beaucoup du 
mode d’exposition de leurs auteurs; je ne voulais pas, en effet, 
refaire ce qu’ils avaient si bien fait : aussi me suis-je nioins preoc- 
cupe de meUre ces methodes sous la forme la plus commode pour 
le calculateur numerique que d^en faire comprendre I’esprit, afin 
que la coinparaison en devint facile. 

Qiiand le lecteur en sera la, il comprendra clalrement qu’il y a 
loujours moyen de se debarrasser des termes dits seculccires qui 
s’introduisent plus ou moins artificiellement dans les anciennes 
methodes de calcuL Mais les calculateurs rencontrent souvent un 
obslacle plus serieux, e’est la presence de petits diviseurs quand 
les moyens mouvements sont pr^s d’etre commensurables. Les 
precedes exposes dans la premiere Partie de ce Volume devien- 
nent inapplicables et il faut avoir recours, soit a la methode de 
Delaunay, soit a celle de M. Bohlin qui y est etroitement appa- 
rentee et a laquelle je consacrerai un Chapitre. Celle-ci, toutefois, 
n’esl pas encore ])arfaite, car elle introduit, sinon de petits divi- 
seurs, au moins de grands multiplicateurs qui peuventrendre Tap- 
proximation insuffisante dans certains cas. Un pas restait done 
encore k faire ; il a eie fait par les dernieres methodes de M. Gyl- 
d^n par lesquelles je terminerai ce Volume, car si elles ne sont 
pas encore parfaites, aux yeux d’un g^om^tre pur, elles sont du 
moins les plus perfectionnees que nous connaissions. 



VIII 


Avant-propos. 


Rappel des notations. 

Je crois, pour eviter an lecteur Tenniii de recourir incessam- 
aient au Tome premier, devoir rappeler ici succinclemenL la sign!- 
fication de certaines notations que j’ai d^Gnies dans le premier 
Volume et dont je ferai usage dans celni-ci. 

Je rappelle d’abord que le corps est rapport^ au corps m, , le 
corps m3 au centre de gravity des corps m^ et Je pose (ii'" H) 

„ 7 ) 11^2 o,.. 

pfi, = ■ ^ j PM* — 

mi -1-7712 mi -i- m2 -h m3 

de fagon que pi soit une quantite tres petite et que pet p'soientGnis. 

F sera I’dnergie totale du systeme divisee par p; elle sera deve- 
loppable suivant les puissances de p. 

Je definis main tenant les Elements osculateurs de la premiere 
plan^te, c'est-a-dire du corps m2 dans son mouvement relatif par 
rapport au corps . 

J’appelle 8) a le demi grand axe, e I’excentricit^, i I’incli- 
naison et je pose 

pL = A, Of = ^ 0 = Gcosj. 

J’appelle n’anomalie moyenne, X la longitude moyenne, 0 la lon- 
gitude du noeud, ^4- 6 cel le du p^rih^lie, que je d^signe aussi par w. 

Je pose (n° 12) 

f = /2p(L — G) COST?, 7j = y/2 p ( L — G) sinzu, 
p = v/2p(G — 0)cos6, q = — — e)sia6. 

Telle est la signification des lettres 

P, L, A, G, 0, I, \ g, 0, T!J, 7), p, q, 

qui se rapportent au moii'vement de la premiere planete. Les 
m^mes lettres affect^es d’accents, P', L', aiiront la m^me 
signification en ce qui concerne le mouvement de la seconde pla- 
nfele, c’est-i-dire le mouvement relatif du corps m3 par rapport an 
centre de gravity de m< et de mo. 
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Divers sens du mot convergence. 

118. n y a enlre les g^om^tres et les astronomes une sorie de 
malenlenda an sujet de la signification dii mot convergence, Les 
geom^tres, pr^occup^s de la parfaite rigueur et souvent trop 
indifF6renls k la longueur de calculs inextricable s dont ils congoi- 
vent la possibility, sans songer a les entreprendre effectivement, 
disent qu’une s^rie est convergente quand la somme des termes 
lend vers une limite dyterminye, quand m^me les premiers termes 
diminueraient ires lentement. Les astronomes, au contraire, ont 
coutume de dire qu’une serie converge quand les vingt premiers 
termes, par exemple, diminuent tr^s rapid ement, quand m^me les 
termes suivants devraient croitre indyfiniment. 

Ainsi, pour prendre un exemple simple, considyrons les deux 
syries qui ont pour terme gynyral 

lOOO^ ^ 1.2.3. ..71 

et 

I. 2, 3... 71 1000" 


Les gyomytres diront que la premiere syrie converge, et m^me 
H. P. - II. I 
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qu’elle converge rapidement, parce que le milliom^mc terme esl 
beaucoup plus petit que le 999999®; niais ils regarderont la 
seconde comme divergente, parce que le terme general peut 
croitre au deli de toute limite. 

Les astronomes, au contraire, regarderont la premiere s^rie 
comme divergente, parce que les 1000 premiers termes vont en 
croissant; et la seconde comme convergente, parce que les 1000 
premiers termes vont en ddcroissant et que cette ddcroissance est 
d’abord tr^s rapide. 

Les deux regies sont Idgitimes : la premiere, dans les recherches 
th^oriques; la seconde, dans les applications num^riques. Toutes 
deux doivent r6gner, mais dans deux domaines s^pares et dont il 
importe de bien connaitre les fronti^res. 

Les astronomes ne les connaissenLpas toujours d’une fa^onbien 
precise, mais ils les franchissent rarement ; I’approximation dont 
ils se contentent les maintient d’ordinaire beaucoup en deg^; 
d’ailleurs leur instinct les guide et, s’il les trompait, le contr61e 
de I’observation les avertirait promptement de leur erreur. 

Je crois neanmoins qu’il y a lieu d’apporter dans cette question 
an peu plus de prteision, et c’est ce que je vais essayer de faire, 
bien que par sa nature m^me elle ne s’y pr^te pas beaucoup. Je 
commence par dire, afin dMviter toule confusion, que j’emploierai 
toujours d^sormais, sauf avis contraire, le mot convergence dans 
le sens des g^om^tres. 

Series analogues k celles de Stirling. 

119. Le premier exemple qui a montrd clairement la Idgitimitd 
de certains d^veloppements divergents esL I’exemple classique de 
la s6rie de Stirling. Cauchy a montr^ que les termes de cette s^rie 
vont d’abord en d^croissant, puis en croissant, de sorte que la 
sdrie diverge; mais si Ton s’arr^te au terme le plus petit, on 
represente la fonction eul^rienne avec une approximation d’autant 
plus grande que Pargiiment est plus grand. 

Depuis, des faits analogues tr^s nombreux ont 6td mis en Evi- 
dence, et j’ai moi-mEme EtudiE dans les Acta mathematical 
Tome VIII, une clasi^e importante de sEries qui jouissent des 
mEmes propriEtEs que celle de Stirling. 
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Qu’on me permette d’en citer ici encore un autre exemple qui 
pr^sente quelques particularites int^ressantes et qui nous sera 
peut-^tre utile dans la suite. 

Soil iVo un nombre positif plus petit que i. 

La s^rie 


<■> 

converge pour toutes les valeurs de pp et de [jl telles que 

De plus la convergence est absolue el uniforme. 

Nous avons, d’autre part, 

on pent done etre Lent6 d’egaler p.) a la serie a double entree 

ln^pW^{—})PnP\),P. 

Mais celte serie ne converge pas absolument. 

Ordonnons-en toutefois les termes suivant les puissances crois- 
santes de p., il viendra 

( 2 ) , Ao— AifX-hA2^l2_A3jx3+..., 

ou 

Ao = 2wp^ Ai=Snfv'», A2 = 2/i2t^>ft, Az = J:n^w% 

La s^rie ( 2 ), ordonn^e suivant les puissances croissantes de p,, 
diverge. On a, en supposant r6el positif pour fixer les id^es, 

A:! 

-f 

(i — 

II est clair que la s6rie 

S( — kw\L)^ 

diverge et qii’il en esi de m^me a fortiori de la s6rie ( 2 ). Mais 
si Ton envisage la s^rie 


2d (I— ' 
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onvoitque, si est tres petit, les premiers lermes d^croissent 

tres rapidement, bien que les suivants croissent au del^ de toute 
limite. 

Celle serie ( 2 ) represente- t~elle approximativement la foiic- 
tion ©((V, p.)? 

Pour nous en rendre compte, posons 

— Aifx H- . .it XpiiP ; 

je dis que 

CD (Dp 

pour a. = o. 

(jiP 

On trouve, en elTet, 


llP ^ 1+ TlfJL ' 

il est ais^ de voir que la s6rie 

^ i-i-niJL 

converge uniform^meut; on a done pour p == o 


lim 


2 




i-hwfjt 


= SnP-i-iw'i = quantite finie, 


el, par consequent, 

(iP 

C. Q. F. D. 


Calcul de ces series. 

120. Nous sommesdonc conduit a envisager une relation d’linc 
naiiire nouvelle qui pent exister entre une fonction de et de p, 
que nous appellerons p) et une s^rie divergente ordonnee 
suivant les puissances de p 

(0 /o -t (Vl ■+■ “i- • • •+ l^P/p -t . . . , 

oil les coefficients /o, /<, ... peuvent etre des fonctions de 
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seiilcment iad^pendantes de [^(c’est ce qui arrivaitdans I’exemple 
qiii precede) ou bien dependre k la fois de x et de [jl. 

Posons 

?/^ =/o-+- • •+ 

Si Ton a 


je dlral que la sdrie (i) repr^sente asjmptotiquement la fonction f 
et j’^crirai 

j’appcllerai les relations de la forme (2) egalites asymptotiques. 

II est clair que, si p. est tres petit, la difference <p — fjj sera aussi 
trcs petite et, bien que la serie (2) soit divergente, la somme de 
ses /? + 1 premiers termes represente tres approximativement la 
fonction <p. 

Les astronomes diraient que cetle serie est convergente et 
represente la fonction (p. 

Les astronomes ont continue de rechercher des series qui satis- 
font formellement aux equations differentielles proposees, sans se 
preoccuper de leur convergence. Cette maniere de faire semble 
d’abord tout a fait illegitime et pourtant elle les conduit souvent 
au but. 

Pour s’expliquer ce fait, il est necessaire d’examiner la question 
de plus pr^s et e’est ce que je me propose de faire. 

Introduisons quelques definitions nouvelles. 

Considerons un systeme d’equations differentielles 

( 3 ) (i = i, 2 , 


Je suppose que Xj soit une fonction uniforme de tf de 
X2j . * ccn et d’un parametre p. et soit developpable suivant les 
puissances croissantes de p. 

Considerons maintenant n series divergentes que j’ecrirai 

51 =/o.l + H'/l.l (^^1.2 H-* • • > 

52 =/o.2 H- fi/l.J -H -h. . . , 


S/I —/o. ft 4- 
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Je suppose que les fi,k soient des fonctions connues de ^ et de [x 
et de plus que ces fonctions soient developpables en series con- 
vergentes suivant les puissances croissantes de u. 

Soit Is^ somme des jo + i premiers termes de la serie Sa* Jo 
dirai que les series S^, formellement aux 

equations diflf^rentielles (3), si, quand on substitue 


a la place de 


?P.2> ‘--J 




dx' 

la difference — X/ devient divisible par 

Cette definition posee, voici ce que je me propose d’^tablir : 
consid^rons une solution particuli^re des Equations (3), ^ savoir 
celle qui est telle que 


'ri = ij?2=.,. = a?;, = o 


pour t == 0. 
Soit 


p), a72 = 02 (^, fx), = |X), 

Je suppose que les fonctions fi^k s’annulent toutes pour ^ = o. 

Je dis que Ton aura les ^galit^s asymptotiques suivantes 

(4) 62 (?, fx)=S2, 0„(^, [x)=s«. 

En effet, posons 

= 'P/).2+ Xn-=^ 

Substituons ces valeurs des x dans les equations (3), ces Equations 
deviendront 

Apr^s la substitution, X/ deviendra d^veloppable suivant les puis- 
sances croissantes de p, de 

les coefficients du d6veIoppement ^tant des fonctions connues du 
temps. 
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11 n’y aural t d’excepdon que si la solution particuli^re 

o), irr 2 = 62 (i, o), = o), fx = o 

allait, pour Tune des valeurs de i que Ton a a considerer, passer 
par un des points singuliers de Fdquation difF^rentielle (j’appelle 
ainsi, comme dans le Chap. II, n® 27, les syst^mes de valeurs de , 
^ 2 ^ • • • > ^ et p pour lesquels les X, cessent d’etre des fonctions 

holomorphes). 

On pourra done, ainsi que nous Pavons vn au 27, trouver 
deux nombres positifs M et a tels que 

V i ^ ^ t ^ 

dt ^ 1 — a(fJL -r 


Mais par hypoth^se les series Sj, S 2 , . . S;^ satisfont formelle- 
ment aux Equations (3). Cela veut dire que si Ton fait 


d’oh 


^1 = 52 = -«-=?« = 0 , 


= <fpj, 


les differences deviendront divisibles par Nous 

avons done 


/K\ X • — ^ ^ -4- ^ 2 - » -H- ^ 

^ ‘ dt 1 — . .-h 

Si nous appelons pour abr^ger p/^'*"* Z le second membre de Fine- 
galitd (5), et que nous posions 

les equations (3) deviendront 

(6) § = V„ 


avec la condition 


Yf<Z. 


Considdrons la solution particulifere des Equations (6) qui esl 
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telle que 

$1 = ?2 = *** = 

pour ^ == 0 . Cette solution pent s’ecrire 
V _ 9/(^1 jj-) — 

Pour demontrer les ^galil^s asymptotiques (4)? il suffitdonc 
d’^tablir que 5; est fini; et pour cela il me suffit de comparer les 
equations (6) aux Equations 

(6 6m) ^=Z. 

Tant que la solution de (6 bis) sera finie, il en sera de m^me de 
celle de (6). Or les Equations (6 bis) sont faciles k integrer. Car 
si Ton pose 

il \ient, pour la solution partieuli^re que nous consid^rons 

et 

__ yioi(OLP -f- c) 
dt 1 — afji — 0- 

Il est facile d’integrer cette derniere equation et de constater que 
<7 est fini, et que a- lend vers une limile finie quand p tend vers o. 
Il en est done de m^me des c. q. f. d. 

Ce th^oreme justifie la maniere de faire des astronomes pourvu 
que p. soit suffisammenf petit. Peut-6tre aurait-il pu etre 6tabli plus 
simplement; mais la demonstration qui precede peut donner un 
moyen simple de trouverune limite superieure de Perreur commise. 

121. Dans quelle mesure les regies ordinaires du calcul sont- 
elles applicables au calcul formel, e’est ce qu’il nous reste k voir : 
Pour cela, considerons deux equations simultandes 
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X et Y etant des fonclions imiformes de t et [x, d^velop- 
pables suivant les puissances de [x. 

Changeons de variables en posant 


el etant des fonctions de vi, t et [x. 
Les Equations difF^rentielles deviendront 


(■^) 

_ yr ‘=^’1 _ Y ' 

dt~ dt~ 

oil 

11 II 

!x! ><! 

+ + 


X' et Y' seront developpables suivant les puissances crolssantes 
dx d'v dx dY • • • 

de fx, a moins que ^ dinsihle par [x, ce que 

nous ne supposerons pas. 

Cela pos4, soient 


S = /o \^fi H- • - . , 

S' = /o “t- -t- -+-••• 


deuK series divergentes, les fi et les fi etant des fonctions de t et 
de [x' developpables en series convergentes suivant les puissances 
croissantes de [x^ 

Je suppose que ces series S et S' satisfassent formellement aux 
equations ( 2 ) quand on les substitue k la place de ^ et de et qu’on 
y fait [j.'= jj.. 

Subslituons maintenant dans les deux Equations 
x = 7 = taC?) ’ll) 

S et S' 4 la place de ? et f[, et d^veloppons ensuite 
US, S'), .i/»(S,so, 

suivant les puissances croissantes de p. Bien que les series S et 
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solent suppos^es divergentes, le developpement se fera par les 
regies ordinaires dii calcuL Voici ce que j’entends par la, 

Soient Sp et S^'la somme des/^-fi premiers termes de S et 
de Supposons que Ton veuille calculer les /? + 1 premiers 
termes du developpement de J/i (S, S^) et de c |;2 (S, S'). 

II faut prendre pour ces p -f - 1 premiers termes les /? + i pre- 
miers termes du developpement de 

s;,) et S'p\ 

Nous obtiendrons ainsi deux series divergentes que je puis 
ecrire 

( «l/x(S5 S') = Fo -f- [xFi 4- {^^Fo -h. . 

^ j ^2(S,S0 = Fj4-fxF;-HH^2r^+..., 

et ces series sont de m^me forme que les series S et S'. 

Je dis que ces deux series satisferont formellement aux equa- 
tions (i), quand on les siibstituera a la place de ^ et de / 6t qu’on 
fera ensuite p' = a. 

En effet, si Ton fait 

^ = ^i(Sp,sy, r = tj; 2 (Sp, s;,), 

la difference des deux membres des equations (i) devient divisible 
par . 

D’autre part, si Ton appelle Sp et la somme des p -f - 1 pre- 
miers termes des series (3), les differences 

Sp-+i(Sp, S'), S'), 

seront divisibles par 

II est facile d’en conclure que si Ton fait 

^=^pi JK = Sp, 

la difference des deux membres des equations (i) deviendra divi- 
sible par . c. Q. F. D. 

Soit maintenant une equation unique 



X etant fonction de de t et de p. 



Posons 
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il viendra 


dx 


dy _ 
dt dt dx 


Soil une serie divergenie 

S = /o H-* }^fi + • • ► , 

qui satisfasse formellement a Peqiiation (4). 
Formons la serie 


S' —/o \^f\ ^ 

obtenue en diff^rentiant chaque terme par rapport k t. 

Je dis que les deux series S et satisferont formellement aux 
deux Equations (4) et (5). 

Soit, en efFet, et la somme des p + i premiers termes de S 
et de S' ; on aura 



Posons 

X=X(CF, 

dK. d%. f V 

Je dis que la difference 

Y(Sp, s;,, 

est divisible par 

En effet, par hypothese, la difference 

U.X(S„,)-§ 

est divisible par [ji^^ ; il doit done en Stre de m^me de sa deriv^e 
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Ainsi les regies ordinaires du calcul sont applicables au calcul 
forme!. 

La question la plus interessante pour ce qui va suivre est de 
savoir si les theoremes de Jacobi exposes anx 3 et 4 sont appli- 
cables au calcul formel. 

La r^ponse a cetle question doit 6tre affirmative; nous le d^mon- 
trerons plus loin au n° 125 sur un exemple particulier, mais la 
demonstration peut s’^tendre sans changement au cas general. 

122. Dans le Tome VIII des Acta mathematical page agS, j’ai 
demon tre certaines proprietes des egaliles asymptotiques. 

On peut addilionner deux ^galit^s asymptotiques; on peut ega- 
lement les multiplier Tune par Pautre. 

Soit maintenant 

une s4rie divergenle, les // dtant fonctions de t. 


une egalit^ asymptotique. 

Supposons que /o = o de sorte que, pour [jt. = o, on ail 
S=o, cp(?, o)=:o. 

Soit maintenant une fonction de holomorphe pour z=o. 

Substituons S ^ la place de z dans et d^veloppons F(S), 
suivant les puissances de p, par les regies ordinaires du calcul, 
ainsi qu’il a ^t^ exp]iqu6 au numero pr6c6dent. On aura I’^galite 
asymptotique 

F[cp(^,(x)]^F(S). 

II est inutile de reproduire ici les demonstrations; le lecteur 
pourra les retrouver dans leMdmoire citd ; mais je I’engage a n’en 
pas prendre la peine; car elles sont si faciles qu’il aura plus vite 
fait de les reconstruire lui-meme. 

Soit maintenant une egalitd asymptotique 





GALCUL FORMEL. 


l3 

dependant de t et de p.. Je suppose que celte egalite ail lieu 
‘)rmement, Je veux dire que I’expression 

? — 

IIP ’ 


y designe la somme des p -f - 1 premiers termes de la serie, 
uniform^ment vers o quel que soil ij quand p tend vers o; 
a-dire qu’on pent trouver un nombre s inddpendant de 
idanl seulernent de p el s’annulant avec p, tcl que 


lira alors 





— fp)dt 


< pP£(^j — /j,), 


li montre qu’on aura l‘egalit6 asymptotique 


^y^cp di = /o -h p f\dt J ^ 2 -H . . . . 

i a done le droit d’int^grer une egalit^ asjmpLotique. Au 
aire, on n’aurait pas en general le droit de la difFe rentier. II 
ependant im cas ou les priiicipes qui precMent nous per- 
;nL de le faire. 

it cp(^, p) une solution d’une Equation dilT^rentielle et S une 
qui satisfait formellement k cette Equation, 

I aura asymptotiquemenl 




it la s^rie obtenue en difFerentiant ebaque terme de S. 
ipr^s le num^ro pr6c^denl, cette sdrie satisfait formellement 
quation difi^rentielle k laquelle satisfait effectivement la 

dt 

L aura done I’egalit^ asymptotique 
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i4 

Je demande pardon au lecteurd’avoir tantinsiste surdes points 
aussi simpleSj mais je tenais k bien faire comprendre la nature du 
malentendu dont j’ai parle plus haul. Je voulais ^galement, avant 
d’aborder I’elude des mdlhodes d’approximations successives em- 
plojdes en M^canique celeste, m^thodes qui sont divergentes 
au point de viie des g^ometres, expliquer pourquoi leur emploi a 
pu rendre des services aux astronomes. 



CHAPITRE IX. 

M^lTHODES DE MM. NEWCOMB ET LINDSTEDT. 


Historique. 

123 . M. Lindstedt a propose, dans les Memoires de VAca- 
demie de Saint-Petersbourgj 1882, un proc^d^ d’inlegration 
par approximations successives de F^quation suivante 

(l) ^ 

oil t) est une fonction d^velopp^e siiivant les puissances 
croissantes de x et donl les coefficients sont des fonctions p^rio- 
diques dn temps t, 

II a m^rne fait voir que la m^me methode est applicable aux 
Equations suivantes 

d^ 00 

-^+nly=iii/{x,y, t), 

qui sont plus g6n4rales que I’^quation (i) et qui se r^duisent k iin 
cas parliculier des Equations de la Dynaraiquej quand on a 

d^ _ d'\> 

dy ”” dx 

L’6quation(i)a une importance extreme en Mecanique celeste; 
car M. Gjld^n s’y est trouv6 conduit plusieurs fois dans le cours 
de ses belles rechercbes. 

M. Lindstedt ne d^montrait pas la convergence des d^veloppe- 
ments qu’il avail ainsi formas, et, en effet, ils sont divergents •, mats 
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l6 

nous avons vu dans le Chapitre precedent comment ils peuvent 
neanmoins 6tre interessants et utiles. 

Mais il y a une autre difficult^ plus grave ; on constate aisement 
que la methode est applicable dans les premieres approximations, 
mais on pent se demander si Ton ne sera pas arr^te dans les approxi- 
mations suivantes; M. Lindstedt n’avait pu I’etablir rigoureuse- 
meat el conservait m^me a ce sujet quelques doutes. Ces doutes 
n’etaient pas fond^s et sa belle methode est toujours legitime; je 
Fai dtoontr^ d’abord par Femploi des invariants int6graux dans 
le Bulletin astronomiquej t. Ill, p. 67, puis, sans me servir de ces 
invariants, dans les Comptes rendus^ t. CVIII, p« 21. G’est la 
seconde de ces demonstrations que je reproduirai dans le present 
Chapiti'e. J'ai 616 ainsi conduit a un mode d’exposition de la 
methode de M. Lindstedt qui s’etend imm^diatement au cas le plus 
general des Equations de la Dynamique. 

Plusieurs cas particuliers y 6chappaient encore loutefois cl 
entre autres le cas general du Probleme des trois Corps. 

Ce cas avail toutefois, en raison de son importance, altir^ Fat- 
tention de M. Lindstedt. Ce savant astronome avail dans les 
Comptes rendus, t. XCVII, p. 1276 et i 353 , montre commentsa 
methode ypouvait 4 tre appliquee. 

Malheureusement les m^mes difficult6s que j’ai signal^es plus 
haul subsistaient encore et non seulemenl les developpements 
divergent, ce dont nous n’avons pas a nous inqui^ter pour les 
raisons expos^es dans le Chapitre pr^cddent, mais on pouvail 
m 4 me douterdeleur possibility et, par consequent, de la Idgitimity 
de la mythode elle-myme. 

Je crois ^tre arrivy a lever ces doutes et c’est k quoi je consa- 
crerai le Chapitre XL 

' Aussi, pour expliquer la maniyre d’appliquer la mythode de 
M. Lindstedt au Problyme des trois Corps, j’adopterai un mode 
d’exposition qui ne sera, ni celui du savant inventeur, ni celui qui 
conviendrait au calcul des divers termes du dyveloppement, mais 
celui qui se prdle le mieux k la dymonstration dela lygitimity de la 
mythode. 

M. Lindstedt avail yty devancy dans la voie ou il a travailiy par 
M. Newcomb (Smithsonian contributions to Knowledge, dy- 
cembre 1874), qni avail donny le premier des syries reprysentant 
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Ic mouvement des plan^les et ne contenant que des sinus et des 
cosinus. Sa m^thode, sur laquelle je reviendrai plus loin, est 
fondle sur la variation des constantes arbitraires. 

124. Bien que parini les methodes recemment introduiles dans 
la Mecanique celeste, celles de M. Lindstedt ne soientpas les pre- 
mieres en date, je crois neanmoins que c’est par elles qu’il con- 
vicnt de commencer Texposition de ces nouveaux precedes d’ap- 
proximations success! ves. Je ne pourrais pas, en efiet, en separer 
[’exposition de celles de M. Newcomb qui sont les premieres dans 
I’ordre chronologique et, d’allleurs, les methodes de M. Lindstedt 
sont en effet les moins compliquees de toutes et celles qui s’adap- 
tent le mieux aux cas les plus simples. Elles ne se trouvent en 
d^faut que quand on est en presence de tr^s petits divisenrs, ot 
il faut alors leur preferer les methodes plus perfectionnees dc 
M. Gylden. Ma facon d’exposer la th^orie de M. Lindstedt dlffe- 
rcra beancoup de celle de cet astronome et je Tappliquerai d’ail- 
leurs a des cas plus nombreux, mais les series que j’obtiendrai 
seront identiques aux siennes, ainsi que je le montrerai plus loin. 

Je compMterai d’ailleurs ses r^sultats sur un grand nombre de 
points et je chercherai k les etendre a des probl^mes aussi nom- 
breux que possible. 


Expos6 de la m^thode. 


125. Reprenons les equations du n° 13 


(0 


dr I 

Hi 


dyi' 


dyi rfF 

dt dxi 


{1=1, 2, ..., /i), 


F ~ Fo-h pFi-h [X^F2-h-.. .• 


Le problemc consiste a satisfaire formellement aux Equations (i) 
par des series de la forme suivante 

( Xi = -+- [ixl -H -f- . . . H- + . . . , 

1 /< = r? -I- +• • • +- 1^"/" -*-•••> 


les quanlit^s a:* et jyf 6taat elles-m6mes de la forme suivante 

— 2A cos/i« -h SB sinAz 4- G, 
yf = S A'cosA^ H- SB'sinA^ H- D', 


2 



CHAPITRE IX. 

A, B, C, A!, B', O et D' etant des coefficients ind^pendants de p 
et du temps t, mais qui peuvent 6 tre fonctions d’un certain 
nombre de constantes d’int%ration ; les h sont des coefficients 
d&pendanl de p et ddvelopp 6 s suivant les puissances de ce para- 

metre. 

Qaand je dis que les series (2) satisfont formellement aux equa- 
tions (i), void ce que j’entends : 

Substitiions dans ces ^uations (i) les sdies (2) arrStecs an 
p q- i^r terme, c’est-a-dire faisons 

= a?? -t- 4- , 

y, -t- H- 

je dirai que les series (2) satisfont formellementaiix equations (i), 
si, apr^s cette substitution, la dilTdence des deux membres de 
ces Equations devient divisible par 

Pour determiner les sdies (2), nous nous servirons d’un precede 
entidement different de celui dont M. Lindstedt a fait usage. 
Cherchons done a former une sdie de la forme suivantc 

(3) S = So -+- pSi-f- “h. . ."f- Sp -h. . . 

dont les coefficients soient eux-memes des series de la forme 
suivante 

Sa = -H. . .•+• ^k.nrn + ?X*J 

les dtant des coefficients constants et dtanl une fonclion dc 
/27 • • M fii periodique, de pdriode 271 par rapport a ces n 
variables. 

Nous chercberons a determiner la s 6 rie ( 3 ) de fagon a satisfairc 
formellement k Tequation aux derivdes partielles 

dS dS \ 

La constante du second membre (qui n’est autre chose que la 
constante des forces vives) pouvant d 6 pendre de [a, nous la pose- 
rons egaie k 

Co pGi-i- Gj ... 


Faisons dans I’equation ( 4 ) p. = o, il viendra si Ton se rappelle 
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que Fo ne depend pas desy 


( 5 ) 


T? f ^^0 ^SoN p 


On pent salisfaire a celte equation en faisant 


So = a?J7i -h a7|72 H- . . . xlfn, 


dyi 


:Xl 


G?So 


C?So 


les 6tant des constantes qui peiiventetre choisies arbitrairemen t 
puisque la constante Co est elle-m^me arbitraire. 

Nous poserons, comme dans les Ghapitres qui precedent, 


_dF 

da?? 


En ^galant ensuite les coefficients des puissances semblables de [jl 
dans les deux membres de liquation (4), on obtient une s6rie 
d’equations qui permettent de determiner par recurrence Si, 
S2J • • • ) S^, .... 

Void quelle est la forme de ces equations 


( 6 ) 


zo ^ 
^ dyi 


dSp 

dyz 


■n%^=^p+Cp. 


" dy„ 


<^p est un po]yn6me entier par rapport aux quantites 

^ (A = i, 2, i = i, 2, •••, «) 

et les coefficients de ce polyn6me sont des fonctions de x°, 
a:®, . . < el de/i, 72, • ■ • j 7«» p^riodiques, de p^riode am par 
rapport aux 7. 

Je dis qu’on -pourra tirer la fonction Sp de cette Equation (6) 
dS dS dS 

et de telle sorte q"® ^ p^riodiques, de 

p6riode ait par rapport aux 7. 

Supposons, en efifet, que cela soil vrai pour les d^rivees de S( , 
Si, ...,Sp_, par rapport aux 7. ^ 

Alors Op sera une fonction p 4 riodique de y,, 72, . . . , 7 « j® 
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pourrai 6crire 

= A H- SB cosCmiji-t- m272-+-. . .-H 
H- SG sia(7?ii/j “I-. . 

les nombres m, , nia, • • • ? etant des entiers pendant que les A, 
les B et les C sont des coefficients constants independants des 7. 
On pent faire alors 


S;j = ^it.nyn 

B sin (Tnjj^i H- - ^'^njn) 


I mini-^ m%nl~ 

I G cos(mi 7 i+. . .- 


• mnyn) 


min\ - 


Les a^.f sont des constantes qui peuvent 4 tre choisies arbilraire- 
ment puisqii’elles sont assujelties seulement ala condition 

2 ^2 ‘ = A -f- Cy^ 


et que la condition Cp est arbitraire. 

Cette methode ne serait en d^faut que s’il existait des entiers 
. . .5 tels que 

'Zminl = 0. 


Nous supposerons qu’il n’en est pas ainsi. 

II est a remarquer que les fonctions Sp ainsi d^finies conlien- 
nent des constantes arbitraires; elles dependent d’abord de 



^0 

yy»0 

'*2J 

xl, 

puis de 


ai,ij 

0^1.2? 

•*•7 

puis de 



«2.2j 

• ' •; 

puis de 



- . . , * ♦ - j 



ap.2, 

^p.nj 


.... 

.... 

. . . , . . • • , 


Nous ne voulons conserver que n constantes arbitraires; nous 
continuerons done i consid^rerles comme arbitraires, en choi- 
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sissant d’une maniere quelconque, mais definitive, les Nous 
poarrions convenir, par exemple, de choisir les a/.^ de fa^on que 

0 = Cl = G2 = . . . = Cp = . . . , 

mais je prefere prendre tousles nuls; les constanies G^ , Co, . . 
C;,, . . . ne sont pas nulles alors; en general, elles dependent, 
ainsi que Co, de • • • > 

Cela pose, soil 

= So ”4" [i- Sj [X® Sg -i- . . . H- S^* 

Posons 


( 7 ) 



dl.p 

dxl 


= Wi, 


Si nous changeons de variables, en prenant pour variables nou- 
velles les xl el les au lieu des Xi et des yi [les nouvelles 
variables etant liees aux anciennes par les relations (7)], le theo- 
reme du n° 4 nous apprend que les equations resteront cano- 
niques et que nous aurons 

dx^ _ dwj _ d? 

dt dw I dt ” dx\ — i) • • •) 


Voyons maintenant quelle sera la forme de F, quand ellc sera 
exprimee en fonction des nouvelles variables x\ et \Vi, Par hypo- 
these, la serie S satisfaitformellement^requation (4) ; celarevient 
\ dire que nous aurons 

/t) = F ^ GoH- (xGi-h p-^Gs-h. . {xPC;,-h 


etant une fonction des x^, des iVi et de [jl susceptible d’etre 
developpee suivant les puissances de [x. Quant aux quantit^s Co 
C<, . . . , C^, nous avons vu que ce sont des fonctions des 
Nous poserons 


V 


p 

I 


dGo dQx g d^Gg 
dx'l ^ cte* ^ dx^ 




dGp 
dx^ * 


Alors, pour [x = 0, vf se r^duit h n®. 
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II vient alors 


dt 




d^p 

dwi 


dwi 

dt 


— v^— ulP+i — ‘ 


si Ton negJige les quantites de Tordre de on tirera de ces 
equations 

37® = const., = vf i -h const. 


On peut exprimer ce r^suUat en disant que le ih^ordme de 
Jacoti du 3 est applicable aa calcul formel, en employanl lo 
langage du Chapitre VIIL 
Posons 


dx\ 


dOi 

dx^ 


— U .2 


dC^ 
dxl 


ad inf. 


Nous avons la une s^rie ordonn^e suivant les puissances de p., 
qui peut ^tre divergente; mais peu nous importCj puisque nous 
nous plaQons au point de viie du Chapitre pr^c^dent, c’est-a~dire 
au point de vue formel. 

Posons ensuite 

Wi==nit-^ Wi, 


les TSi ^tant regard^es comme des constantes d’intdgration. Envi- 
sageons ensuite les ^nations 


(3) 


dji 


— 


dx\ 


w,. 


De ces Equations (8), on peut tirer les xi et les yi sous la forme 
de series ordonn^es suivant les puissances de p ct donl les coeffi- 
cients sent des fonctions des el des Ces series peavent 
d’ailleurs 6tre convergentes on divergentes, peu importe. 

Si dans ces series on remplace les w/ par Uit + Wi et si Von 
regarde les x\ comme des constantes, elles satisferont formel^- 
lement aux equations (i). 


Soient 
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ces series ; voyons quelle est la forme des et des y\. Pour p. = o, 
S se r^duit a 

So = -h JK2 4- . • • -1“ 


et il vient par consequent 


Ainsi le premier lerme du d^veloppement de Xi est une constante 
et le premier terme du d^veloppement dc yi (c’est 4 -dire se 
r^duit a 

W£ =z Jilt -h • 

Si, au lieu de lirer les Xi et les yt des Equations (8), nous les 
avions tiroes des Equations (7), les -hi premiers termes auraient 
ete les m^mes, puisque la difference S — est de Tordre de 
Pour determiner les quantites 

yf (J = I, 2, w; ^ = 0, r, 2, ...» /?), 

envisageons done les Equations (7) que nous ^crirons sous la 
forme suivante 


(7 ^^0 


Xi = Xt 4 - 


dyi 


yi- 


dx\ 


Nous pouvons lirer des Equations (7 bis) les Xi et les yt en series 
ordonn6es suivant les puissances de p. et convergentes si p. esl 
assez petit; il nous suffii pour cela d’appliquer le ih^or^me du 
n® 30 , puisque Up — So repr^sente une fonction compl^tement 
d6finie et n’est pas une simple expression formelle. 

Nous avons suppose que les quantit^s sont nnlles; il en 
r^sultera que les Sjt(A‘>o) et par consequent So sont des 
fonctions periodiques de periode par rapport m^yt. 

Si done dans les equations (7 bis) on change yt en //-h 
et Wi en ...,kn etanl des entiers), ces equa- 

tions ne changeront pas. Done les valeurs de Xi et deyt — 
tirees de ces equations sont periodiques, de periode 21: par rap- 
port aux (V. 

Done dans les series (2) les quantitis x\ et y\ sont des fonc- 
tions periodiques de periode ht: par rapport aux 
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?4 


Diverses formes des series. 


126. L'exislence des series (8) 6tant ainsi demontree, on pcui 
se proposer de les former sans passer par rinterm^diaire de 
Fexpression auxiliaire S. 

Mais je veux auparavant montrer qiril est possible de saLisfalre 
formellement aux Equations (i) du numero precedent par uno 
infinite d’autres series de meme forme que les series ( 2 ). 

1 ° La fonction S du numero precedent est determinee par 
I’equation (4) a une constante pr^s seulement, on plul6L, puisque 
les quantiles sont regard^es comme des con- 

stantcs, k une fonction arbitraire pres de • el 

Si done une fonction S satisfait a F^quation (4)j H en sera de 
meme de la fonction 

S'=S-^R, 


R etant une fonction de x\^ jr" et p, developpable sui- 

vant les puissances croissantes de p. 

Reinpla 9 ons alors les equations (8) par les suivantes 


(8 his) 


dS' dS 




dyi dyi 


dS' 

dx^ 


dS 

dxo 


dR 


Nous pourrons supposer que Rest divisible par p; on pourra 
alors lirer des Equations (8 bis) les Xi et les yi sous la forme dc 
series (2 bis) de m4me forme que les series ( 2 ). 

On aura 


(•2 bis) 


j Xi = xi 4 - [jurF 

I yi = iVi + , 


les a?'* et les ^tant comme les asf et les des fonclions p^rio- 
diques des pv. 

La comparaison des Equations (8 bis) et des Equations (8) 
montre qu^on obtiendra les series [%bis) en partant des series ( 2 ) 

et en y changeant en . 

2 ^ Plus g^n^ralement, soient 


0>/2i 


(O 2 , 
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n fonctions de or® et de [/. d^veloppables suivant les 

puissances de p.. 

Si, dans les series ( 2 ), I’on change (p,, ws, . . Wn en 
ces series conserveront la m4me forme ; nous avons en eflPet 

f ^ -I- ( «'/!•. ). 

les <Pj- et les ijij- ^tant d4veloppables suivant les puissances de p et 
pdriodiques par rapport aux tr. 

Quand on changera cp, en «v-i- [xw/, il viendra 

[ Xi = xl+ ixo,(«'i + (itUi, |X), 

( 2 ter ) 

( 7z= [xco/,.. |x)]. 

11 est manifeste qiie [x) et a)/-h [jl) 

sont encore d^veloppables suivant les puissances de [x et p6rio- 
diques par rapport aux . 

De plus les series (2 ler) satisfont formellement aux equa- 
tions (i). En effet, les series ( 2 ) satisfont k ces Equations quand 
on y fait 

= 7^/ ^ -f- Wif 

quelles que soient les valeurs attributes aux constantes d’integra- 
tion wi. 

Or les 0 )/ sont des fonctions des xf qui sont des constantes : ce 
sont done des constantes. Done changer iVi en Wi-h po)f revient 
k remplacer les constantes d’integralion W£ par des constantes 
difftrenles + [xw/, ce qui, d’apres la remarque que nous venons 
de faire, n’emptchera pas nos stries de satisfaire encore aux equa- 
tions differentielles (i). 

Ainsi les series (2 ^er) satisfont formellement aux Equa- 
tions (i). 

Seulement elles ne peuvent pas ttre tirtes d’tquations ana- 
logues aux Equations (8) et (8 bis)^ a moins que 

jx ( ci)jL dx\ H- tOg dx\ H- . . . -f- W/i dx % ) 
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ne soil la differentielle exacte d’nne fonclion de cc\^ . . 
qui n’esL autre alors que la fonclion R que nous avons consideree 
un peu plus haul. 

3 ° Dans les series (2) changeons 

x\, x\, 

en 

(’i, ^2, • • • 5 Va ^tant des fonclions de ^21 * * * ? ^/1 
loppables suivant les puissances de [x. 

Si les xf sont regard^es comme des constantes, les seront 
^galement des constantes. 

Si Ton allere de la sorte la valeur des constantes d’int^gration, 
les series (2) conserveront la na^me forme et elles nc cesseronlpas 
de satisfaire formellement aux Equations (i). 

En r^snm^, ^crivons les series (2) sous la forme suivante 

a:’/==a7?-f-[Acp/((VA, 1^), 

^ = col^ ii), 

en metlant ainsi en Evidence que xi — x^^ etjK? — dependent 
non seuleraent des (v^et de p. mais des x\. 

Soient ensiiite 

OJl, 0)2, (Jinl Vi,’ Vi, Vn 

2/1 fonclions des x^ et de [a developpables suivant les puissances 
de [Ji. 

Formons les series 

( = H- pTITA, xl^\l.Vk, p)], 

(2 quater) 

pwA-, xl-h pPA, p)]; 

ces series satisferont formellement anx Equations ([) quelles que 
soient les fonctions co/ et 
De plus les fonctions 

07 %, p) et x%, p), 

^tant periodiques par rapport aux il en sera dem^me des fonc- 
tions 

^i(WJc-+' pt^A:, Ocl-\- IXVk, p) et 0)/-f- pO)A, X%-{- pp^, p)- 
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Une deuxieme remarque : 

Posons 

+t^/(tPA:+ ^Vk, tA)= 4*1 f^)* 

Les fonctions (p^, <p' et sont des fonctions periodiques 

des i,v] je vais consid^rer les valeurs moyennes de ces fonctions 
periodiques et jeles appellerai respectivement 

??( 4 , 

Cela pos 6 , voici ce que je me propose de demontrer : 

Soient 8 / et viz(« = 1,2, * . /i) 211 fonctions tout a fait arbi- 
traires de . . , , et p, assujetties seulement a ^tre deve- 

loppables suivant les puissances de p. 

Je dis qu’on pourra toujours, qiielles que soient ces fonctions 
8 / etTj/, choisir les fonctions Vi et co/ de telle fagon que 

En effel, il suffit pour cela de definir les p/ et les o)f- par les equa- 
tions snivanles 

f^)= 

(i)= 7)^(4, }x). 

Or on pent loiijoui’s tirer de ces equations les et les sous la 
forme de series ordonndes suivant les puissances de p. et dont les 
coefficients sont des fonctions de xl. 

Si nous ^crivons les series (2 qualer) sous la forme suivante 

Xi = Xi 4 - 

yi = H- 

les x^^ et les/J sont des fonctions periodiques des (V. D^aprh la 
remarque qui prechde, on peut toujours arranger de telle 
fagon que les valeurs moyennes de ces fonctions periodiques 
x\ ety] soient telles fonctions que Von veut de x\^x\^ • • • ? 
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CalcTil direct des series. 


127. Passons maintenant au calcul direct des series (2 quater)* 


Pour cela. supposons que dans ^ par exemple, qui esL- 


une 


fonc- 


tion des Aesyi et de [x, on remplace ces variables par leurs 
developpements 

Xi -h ijlt} -h -h . . . , 


ce ^ deviendra alors une fonction des x^, des x^^, des des^rj 

et de [x. Cette fonction sera p^riodique par rapport aux (p/; elle 
sera ddveloppable suivant les puissances de [x, des x^ el des 
(si j); elle d^pendra des x^ d’une mani^re quelconque. 
ficrivons alors 


( 9 ) ^=X?-h|xXj-^lx^X?-h 

les Xf etant des fonctions des des des /f, des x^ p^rio- 
diques par rapport aux 
Nous aurons de m^me 


les Y(‘ ^tant des fonctions de m^me forme que les Xj. 

Si Ton se rappelle que est nnl, et que ne depend pas 
desjK^ on conclura sans peine que Xf ne depend que 

des £ 27 ?, des 07/, 07f“\ 

deswi, des 7?, yi'-K 

Au contraire, depend des m^mes quaniit^s et, en outre, des xj, 
mais il est ind^pendant des 7 ^. D’ailleurs X? est nul el Y? se r^- 
duit kn^. 

Nous supposerons d’autre part que 


«'/= riit-hTSi, 
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JNous supposeroQS que est developpable siiivant les puissances 
de [A, et nous ecrirons 


rii = nf + - 4 - -H. 


Nos Equations difTerentielles s’ecriront alors 


dxi __ d? 
dwi “ dyi 


dyi _ _ dY ^ 
dwk dxi 


On a, en eflet, 


dxi __ dxi divi _ ^ dxj 
dt ^ dwk dt ' d^Vk 


Dans les Equations (12), remplacons ^ et par leurs 

d^veloppements (9), (lo) et (u) et egalons ensuite les puissances 
semblables de [a. 

En posant, pour abr^ger, 


A=n <7 = /> — 1 

2 2 


= (si/>>i) Z,‘=o, 


A =71 (f^p — l 

1 11 "^ 

A: = 1 <7 = 1 


-Tf (si/^>i) T/=o. 


II vicndra, en egalantles coefficients de > i) 

En 4 ga 1 ant les lermes ind6pendants de [x, il vient simplement 

V. 0 „ v -0 — -!> 

’ '^dWk~ 

Equations auxquelles on pent, comme nous le savions d^ja, salis- 
faire en faisant 

, yt = «'<• 


xl n= const. 
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Les Equations (i3) sereduisent alors a 


W) 


dWK 


Voyons comment on pent se servir des equations ((4) pour 
determiner par recurrence les fonclions 


et rf, 

de fagon que ces fonctions soient periodiques par rapport aux n’ 
et que leurs valeurs inoyennes soient telles fonctions que nous 
vonlons des 

Nous avons vu dans les deux numeros precedents que cetU* 
determination est possible. 

Supposons que I’on ait calcule 

(i5) oo\, coj, y\, y], rrS 

et que Ton se propose de calculer al’aide des equations (i4) 
etjf. 

CommeXf et Zf ne dependent que des variables (r 5), le second 
membre de la premiere Equation (i4) est une fonction connue 
des Wy periodique par rapport 4 ces variables. 

Soil 

Xf -f- Zf = 2 A cos(/7ii (Vi -f- n'1% (5^2 ‘ • Wfi H- h) 


cette fonction, nous en deduirons, en int%rant Fequation (i4), 




A sinf/?!! (Vj 4- 


• rriniVn 4-/0 


nil n^^ ■ 


m2n^- 


-l-Kf. 


Ainsi .rf est une fonction periodique des ^v; il n’y aurait d’excep- 
tion que dans deux cas : si les satisfaisaient a une relation lineaire 
k coefficients en tiers 

= 0 , 


mais nous avons suppose le conlraire; ou bien si la fonction pe- 
riodique Xf + Zf avait une valeur moyenne differente de o. 11 
n’est pas facile de demontrer directement qu’il n’en est pas ainsi, 
mais comme nous savons d’avance que doit etre une fonction 
periodique des iv, nous sommes certains que la valeur moyenne 
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de Xf *4- Zf estnulle. Oestpouv cela que f ai commence L' expo- 
sition de la methode de M. Lindstedt par les considerations des 
deux numeros precedents ^ au lieu de debuter tout de suite par 
le calcLil du present numero. 

Quant a la constante Kf , on pent arbitrairement I’egaler a telle 
fo notion que I’on veut des d’apr^s ce que nous avons vu au 
numero precedent. 

Q reste a calculer a Taide de la seconde Equation (i4)- On 
verrait, comme pour ^f, que Ton trouvera sous la forme d’une 
fonction periodique des ala condition que la partie moyenne de 

soit nulle. Or la constante /if esL resLee arbitraire, et il est clair 
qu’on pent toujours la choisir de facon a annuler celte valeur 
moyenne. 

On ne sera done jamais arrel6 dans le calcul des differenls termes 
des series qua ter), 

ll reste beaucoup d’arbitraires dont un calculateiir habile pourra 
disposer pour abreger ses calculs; on pent en effet choisir arbi- 
ti'airement les valeurs moyennes de et de^f. 

Parmi les choix que Ton pent faire, je citerai le suivant^ sans 
avoir Tintention toutefols de le recommander particuli^rement. 
On peut choisir les constantes Rf de telle fagon que 

7lf = 0, = 

Celte methode est applicable toutes les fois qu’on peut choisir 
les quantiles /i?, de fagon qu’il n’y ait entre elles aucune relation 
lin6aire a coefficients entiers, et, par cons^uent, toutes les fois 
que Ton peut choisir arbitrairement les rapports de ces n quan- 
tiles. 

C’est ce qui arrive, par exemple, dans le cas particulier du Pro- 
bleme des trois Corps defini au n°9; dans ce cas, on a en effet 


d’ou 


Fo = 


7.X\ 







— I. 
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II est clair que nous pouvons choisir .Ti de fagon que le rapport ^ 

ait telle valeur que nous voulons. 

C’est ce qui arrive ^galement avec Tequation suivante, qui s’in- 
troduit dans I’application des m^thodes de M. Gylden, el qui a fait 
I’objet des etudes parliculieres de M. Lindstedt, 

ii6) ^ = fto'Cri ^). 

ou cp^est une fonction d^veloppee suivant les puissances dc y el 
periodique en 

J’observe d’abord que cp' pent toujours elre regardee comme la 
deriv6e prise par rapport ky d’une fonction «p de m^me forme. Je 
puis alors comme nous Favons vu au 2, retnplacer I’equation 
pr^cedente par les suivantes : 

dr _ __ __ dp _^dV 

dl ~~ cip'~^^^ dt ^ dq~“ dt ^ 


dq d? „ // s 

Posons ensuite 

/zp2 

j = psm7i, q = n^oo%ji, p == ccs, = /a, 

nos equations deviendront 

— F = nail -ha;i—[itp ^ sin/j, , 

dt dyi dt rf/j’ dt ~ dxi’ 'W 

La forme canonique des equations ne sera eu efFet pas alt^r^e, en 
verlu du n" 6. 

Ici nous avons, en faisant p = o, 






METHODES DE MM. NEWGOMll ET LINDSTEDT. 33 

Si done n esL incommensurable, il n j a entre et aucune 
relation lineaire a coefficients entiers, etlamethode est applicable. 

Elle serait applicable egalement au cas general du Probleme dcs 
trois Corps, si ces trois corps se mouvalent dans unplan ets’atti- 
raient suiyant loute autre loi (jue la loi de Mewtonj mais elle cesse 
de Tetre (a moins de modifications irnportantes qui feront Tobjet 
des num^ros suivants) si la loi d’atlraction est la loi newtonienne. 

En effet, dans ce cas (et en reprenant les notations da n° 

Fo ne contient plus ^ 3 , et par consequent 7 I 3 est nul ; il en rdsulte 
qii’il y a, enlre les /zf, ane relation lineaire a coefficients entiers, a 
savoi r 

n5 = o. 

Le calcul direct tel qu’il a etd expos 6 dans ce numero se rap- 
proche beaucoup plus de la m^thode originale de M. Lindstedt. 11 
pr^sente un avantage important sur les precedes indirects des 
deux numeros precedents, puisqu’il nous donne immedialement 
les valeiirs des et desyi en fonctions des >v, et, par consequent, 
du temps, et se prite ainsiau calcul des ephdm^rides. Mais ces pro- 
c6i6s indirects nous 6 taient necessaires; car, sans eux, je n’aurais 
pu d^montrer la l^gitimit^ du calcul direct (qui ne peut s’achever 
que si la valeur moyenne de Xf + Zf est mille), ou du moins je 
n’aurais pu le faire sans employer les invariants intdgraux donl je 
lie parlerai que dans un Chapitre ult^rieur. 

A un autre point de vue, la connaissance de ces proc^des indi- 
rects ne nous sera pas non plus inutile. Nous avons vu, en effet, 
dans rintroduction, qu’on peut quelquefois employer avec avan- 
tage line int 6 grale ou une relation invarianle (pour parler le lan- 
gage des 1 et 19) au lieu d’une solution. D’ailleurs le calcul 
dela fonction S pent servir de verification au calcul direct. 


128. On peut cbolsir la constante Kf , ddfinie plus ham, de telle 
fagon que [Yf + Tf], c’esl-^-dire la valeur moyenne de Yf 4 - Tf, 
soil nulle, et, par consequent, que 

nf = 0, 711 = 

En effet, nous avons 




tP'Fo 

clxtdsPi 




da; I dx% 


ocl — . 


H. P. - IL 


dxi dXa 


■Uf, 


3 
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Uf ned4p€iidanLquedeirfetj|/'f(i = i, a, n; A" = o, i , 2, i) , 
En ^galant les valeurs moyennes, il vienL 

Les fonctions Uf et Tf sont enti^srement connues; ii en est done 
de m^me de [Uf + Tf], et, par consequent, il suffit, pour annuler 
les nf, de choislr les consLantes Kf , de facon a satisfaire anx n equa- 
tions lin^aires 


0) 


da^i dxi 


M- 


rf^Fp 
dxi dx^ 




dXi dxn 


KS=[Uf+Tr]. 


11 faut et il siiffit, pour que cela soil possible, que le hessicu de Fq 
ne soil pas nuL Or il est pr^cis6ment nul dans le cas de V^qua- 
tion (i6), e’est-a-dire dans le cas particulier dont s’est surtout 
occiipe M. Lindstedt; e’est ce qui explique pourquoi ce savant 
astronome n’a pas apergu la possibilite de faire 

= 71? . 


Ce hessien est encore nul dans le cas particulier du Probl^me des 
Irois Corps defini au n^ 9, mais nous avons vu au n° 43 qu’on peut, 
par un artifice simple, tourner- celte difficult^. 


Comparaison avec la m^thode de M. Newcomb. 


129. M. Newcomb, pour parvenir k des series de m4me forme 
que celles qui nous ont occupy dans ce Chapitre, a employe la 
m^thode de la variation des constanles arbitraires. Pour bien mon- 
trer que le r^sultat ne pouvait diff^rer de celul que nous avons 
oblenu dans les numeros precedents, nous allons exposer celte 
m^thode sous la forme suivante. 

Reprenons F^qualion aux d^riv^es partlelles 


(0 



const., 


qui est I’^quation (4) du 125. 
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Soil S' line foncLion de jKi, ro, . • . , et de n constantes x\^ 
x\^ . . satisfaisant approximativement a Tequalion (i), de 
telle sorte que Ton ait 

F ^ ^ tOi{xl, yt), 

tpo lie dependant que des constantes x] et e 6tant tr^s petit. Nous 
aurons alors une solution approximative des equations canoniques 

dt dyi^ dt ~~ dxi 

en faisant 


(3) 


dyi 


dS’ 

dxi 


= yt = 


rit 


d(^o 
dxi ^ 


et en regardant les x^ et les Wi comme des constantes arbitraires. 

Supposons maintenant qu’on veuille pousser plus loinl’approxi- 
mation en appliquant la m6tIiode de Lagrange; on regardera alors 
Jes x^ el les in/ non plus comme des constantes, mais comme de 
nouvelles fonctions inconnues. Voici comment, d’apr^s le th^o- 
r^me du n° 4, nous devrons former nos nouvelles equations. Sub- 
stituons k la place desy/leurs valeurs en fonction des x^^ et des jk? 
tirdes des Equations (3); il viendra 

et nous aurons les equations canoniques 

//N 

dL dyf dt dx\ 

J’ai pris comme variables les^'® au lieu des ce qui revient au 
m6me, afin de mieux mettre en Evidence la forme canonique des 
equations. ' 

L’int^gration des Equations (4) peut ^tre ramen^e k celle de 
r^ualion aux d^riv^es partielles 
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Soil une fonction desj® et de n nouvelles constantes salib- 
faisant a cette equation. Si nous posons 


( 6 ) 


dyl 


dxl 




nous satisferons aux Equations ( 4 ) en ^galant les x] a des con- 
slantes etles jj a des fonctions lin^aires du temps. 

Si S^'n’estqu’une int^grale approximative de( 5)5 nous n’aurons 
ainsi que des solutions approximatives des Equations ( 4 )« 

Telle est la m^thode de la variation des constantes; ce n’est pas 
tout a fait celle que nous avons appliqude au n° 125; conservanl 
I’equation (i), apres en avoir trouv4 une solution approximative, 
nous en cherchions une solution plus approch^e encore. Soit 
cette solution, qui dependra des yt et de n constantes xl - Si nous 
posons alors 


(7) 


dyi 






les xl seront des constantes et les y\ des fonctions lin^aires dn 
temps, soit exactement si S^^' est une solution exacte de (i), soit 
ajD^roximativement si n’est qu’une solution approchde. Pou- 
vons-nous choisir de telle fagon que les equations ( 7 ) Equivalent 
aux Equations (3) et( 6 )?Les Equations (3) et ( 6 )peuvent s’Ecrire 


dS' = dyi -h Sjr? 

d^^=:I.xldyl-^2yU^]. 


et les Equations ( 7 ) 


^S"'= 'Zxidyi -4- 2yl dx \ . 


11 suffira done de prendre 

la methode du n° 125 ne diffEre done pas essentiellement de celle 
de M. Newcomb et ne prEsente sur elle d’autre avantage que celui 
d’Eviter de Irop nombreux changemenls de variables. 
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J’ajouf.erai que nous avons choisi d’une maniere panic uKere les 
constantes d’int^gration, afin de conserver aux equations leur 
forme canonique. M. Newcomb ne s’y est pas astreint, et c’est ce 
que font d’ailleurs les astronomes dans rapplication de la methode 
de Lagrange. Les Equations ou s’introduisent les crocbels de 
Lagrange prennent ainsi une forme en apparence plus compli- 
qu^e. Mais cette difference n’a rien d’essentiel. 



GHAPITRE X. 

APPLICATION A L’ETUDE DES VARIATIONS SfeCULAIRES. 


Expose de la question. 

130. On pent faire des principcs da (^hapitre precedent une 
application importante a T^Lude de certaines equations que les 
astronomes ont souvent considerees. 

Soient 


( ) 

dt dji^ dt ^ dxi 
nos Equations canoniques^ et soit 

F = FqH- [xFi ■+■ F2 -H. . . . 


Supposons que nos variables conjugu^es Xi et yj, soient les 
variables k^pleriennes dii n'^ 11, que Fo d^pende seulemenlde pL 
et de P'U, c’est-a-dire des deux grands axes, et qu’en negligeant 
[x^Fa et les termes suivants pFi repr^sente la fonction perturba- 
trice. 

Alors F^ est d^veloppable suivanl les sinus et cosinus des mul- 
tiples des deux anomalies moyennes I et j’appellerai R la valeur 
moyenne de cette fonction p4riodique de I et de f . 

On a souvent, pour ^tudier les variations s^culaires des ^l^rnents 
des deux plan^tes, n^glig^ dansF^ les termes p^riodiques etr4duit^ 
par consequent, cette fonction k sa valeur moyenne R. Nos equa- 
tions deviennent alors 


(i6w) 


dxj dF(^ ^ dyi 

dt - "dt 


dFp _ ^ 

dxi ^ dcci * 


Est-on certain, en operant de la sorte, d’obtenir eiaclement les 
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coefficients des termes seculaires de et de yi^ je venx dire les 
coefficienls des termes dont la p<5riode croit ind^finimeiiL quand 
les masses tendent vers o? II est evident que non; mais Fapproxi- 
mation est g*^neralement assez grande etles aslronomes s’en sont, 
a juste Litre, conlentes jusqiFici. De la I’interet qui s’attache a 
I’dtude de ces Equations (i bis). 

Fq et R ne dependant pas de I et de V ^ il vient d’abord 

dt ~~ dt ^ 


de sorte que L et L' peuvent etre considerds comme des constantes. 
Nous pourrons done nous contenter d’envisager les quatre paires 
de variables conjuguees, 


§G, pe, P'0', 

0 , 0 ' 

(notations du n° 11), que nous appellerons pour un instant 


^1, 

yu 72 , 73 , 74 - 


Alors Fo ne depend d’aucune de ces huit variables et nos equa- 
tions (i bis) deviennent 


{iter) 


dxi __ dyi 

II dt dyi ’ IX dt 


dXi 


(l = l,2, 3,4). 


La fonction R ne depend que de nos huit variables Xi et 
puisqu’elle est ind^pendante de I et de t et que L et L' sont desor- 
mais regard^es comme des constantes. Nos Equations {itei') out 
done la forme canonique. 

Quand Xi Qlyt auront ^te d^termin^s par les Equations (i ter), 
on calculera I et 1! par les ^uations 

dl ___ dK 

'dt~ dt~ 

qui s’intdgreront par de simples quadratures, puisque I et I' n’en- 
trent pas dans le second membre. 

Les fondateurs de la M^canique cdlesle ont envisage ces 6qua- 
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tions ea reduisant R a ses premiers termes, c’est-a-dire a ceux 
qui sont du second ordre par rapport aux excentricites et aux 
inclinaisons. Les equations sont alors lineaires et a coefficients 
constants. Depuis, Le Verrier et Cell^rier ont envisage les termes 
du quatrieme ordre et ont reconnu qu’ils n’alt^rent pas la sta- 
bilite. 

Mais les principes du Chapitre pr^c^dent permettent, comme 
nous aliens le voir, de gendraliser ce r^sultat et de montrer qu’il 
esL encore vrai(au point de vue du calcul formel bien entendu) 
quelque loin que Von pousse Fapproximation. 

4 

Nouveau changement de variables. 

131. Si I’on adopte les variables (4) du n'^ 1% R est develop- 
pable suivant les puissances de 5, i', 71 , p', ? q'; il n’j a 

pas, comme nous I’avons vu, de termes de degr6 impair, par rap- 

port a ces quantit^s 

(2) if ''jj i Pi pi ^1 

Nous pourrons done ecrire 


i'i pi P'i ^1 ^') — Ro-+" ^2 II4-H Ile-H* • • j 

Rjt comprenant Tensemble des termes du degr^par rapport 
aux quantites ( 2 ). 11 s’agit d’integrer les Equations canoniques 

dt dy\^ dt ^ d\ 

Mais nous avons encore un ebangement de variables k faire pour 
amener nos Equations a la forme la plus commode. 

Supposons d’abord que I’on neglige les termes d’ordre sup6rieur 
au deuxi^me par rapport aux quantites ( 2 ) et que Ton ecrive 

R = Rq -+• R2» 

Ro est une constanle, R^ est un polyndme homogfene et du second 
degr^ par rapport aux variables ( 2 ). Si done on forme les ^qua- 
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lions canoniques 

__ dp __ dp' __ <:?R2 

dt dy\^ dt dt~~dq^ dt dq' ’ 

dy\ __ <3?R2 dr{ __ dK^ dq _ dK^ dq' _ 

dt d\^ dt ^ d'^ ’ dt ^ dp^ dt dp' ’ 

ces Equations seront lin^aires par rapport anx variables ( 2 ). 

Supposons que, au lieu de developper R suivant les puissances 
des variables ( 2 ), nous developpions suivant les puissances des 
excentricites et des inclinaisons et qu’on obtienne ainsi le deve- 
loppement suivant 

R==R;-i-RJ + R: + ..., 

R| represcntant Pensemble des termes du degr6 k par rapport aux 
excentricites et aux inclinaisons. 

D’apres ce que nous avons vu au n*^ 12, les variables ( 2 ) sont 
developpables suivant les puissances des excentricites et des incli- 
naisons, de telle sorte qu’en arr^tant chacun de ces developpements 
k son premier terme il vienne 

I = /a e cosTJT, ^ = \/J! e'cosw\ 

7) = /a e sinw, r/= — /A'e'simsj', 
jp = /a t COS0, p — ^ M i’ Q,os^' , 

q-=. — /a t sin 6, gr' = — /a' t' sin 6' 

(j’ai pose pour abreger, comme au n° 12, A= pL, !sl= 

II resulte de la que 

Ro=r: 

et que, pour obtenir Rj, il suffit de remplacer dans R^ les va- 
riables ( 2 ) par leur valeur approchee (4)- 

Inversement, on obtiendra Ra, en remplagant dans R^ les 
quantites 


ecosm, e'cosm'f 

e sintj, e^sinw^ £cos 

;9, i' 

'cos 6', 

jsinB, 

par 

V 

1 

1 

P' 



A’ 

v/r’ 

v/a’ /A'’ /A 

y/A-’ 

v/a’ 

/A' 



par 
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Mais le d^veloppement de cst bien connu; nest autre 
chose, en effet, que Tensemble des termes seculaires de lafonction 
periurbatrice qui soni du deuxieme degr^ par rapport aux excen- 
tricil^s et aux Inclinaisons. 

Je puis en conclure deux choses i 

Que les Equations lineaires (3) penvenl se deduire par un 
cbangement de variables tres simple des Equations (A) et (C) de 
la Mecanicjiie celeste de Laplace (Livre II, Chap. VII, t. 

§S et 59, p. Sai et 334, edition de Gaulhier-Villars, 1878) 
qui servent a calculer [es variations seculaires des cxcentricit^s et 
des p^rihelies, des inclinaisons el des nceuds j 

2° Que la fonction R2 est d’une forme particiili^re et pent s’<5crire 

Rs = r ) -+- Kir,, n') ^ ip, p') H- K ( q, q% 

Elle estainsila somme de qua tre formes quadratiques, la premiere 
dependant seulement de | et de la seconde form^e avec 'o et t]' 
CO name la premiere avec ^ et la troisi^me dependant seulemenl 
de p etde la quatri^me foretime avec q et t^'cemme la troisi^me 
avec p et 

Cela pos6, nous aliens faire an changementlin^aire de variables 
en nous arrangeant de fa^on a ne pas alt^rer la forme canonique 
des Equations. 

Posons pour cela 

Vrr: -1-5 (cTjCOStp 4- <r2SillCp) (— aiSiucp 4- CTgCOStp) 

4-p(cra cos(f'4- <rvsin©')4-/>'(— Cg 5in(y^4- cos<p'), 


<y et <p' 6tant deux angles dependant de A et de A'. 


Posons ensuite 


dV 

, dV 

T, = = 01 coscy - 4 - ffaSin «p. 

^ = 3 r 

dV r . . r 

, dV 

q = cos<p + ff4 sino , 

dp 


J^ai ainsi des relations qui d^finiront les variables nouvelles cy/ 
en fonctions des variables anciennes. 

Pintroduis encore quatre nouvelles variables t,, Tg, T4, ddfi- 
nies par les relations 

dV 
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d’oii 

^ = Tj COS CO -+- Tj sincpj $' == — T3 sin® -f- coso, 

^ = T3 cos {?' 4- T4 sin cp', jo' = — Tg sin cp' 4- cos cp'. 

D’apr^s le theoreme du ii° 4 , la forme canonique des equations 
ne sera pas alteree si ron remplace les variables anciennes 

5 ', p, p', 

V» q' 

par les variables nouvelles 

't^4J 

^4* 

II reste a montrer comment on choisira les angles o et cp' en fonc- 
tions de A et de A!. 

On choisira Tangle de telle fagon que la forme qiiadratiqne 

HUS? R'aC'CiCOScp 4 - since, — vi sincp 4 - Tj cos o} 
se r^duise a une somme de deux carres 

AiTf 4 - Aatg. 

On aura de mSme 

1^2 (^j V)== R2('JiCOScp 4 - QTj sincp, — ffisincp 4 - ff2COS9) = Aiaf A2<i^ 

On choisira de m6me Tangle de telle fagon que 

/)= A3T|-hA4T|, 
mq. ^0 = A3al4-A4cr|; 

on aura alors 

R 2 = Ai(ctJ 4-n:f)4- A2(cr|4'T|)4- A3((7|4 -t|) 4“ A4(cy|4-’T|). 

Remarquons que A^, A2, A3, A4 dependent de A et de A', 

La relation entre les variables ^,7), a* et t, qui s’^crit 

Ti coscp 4- Tg sincp, 7 ) = o-icoscp 4 - (Ta sincp, 

J'z= — Ti sincp 4- tg coscp, 7 ]^= — 0*1 sin<p 4 - <12 coscp, 

est une substitution lin^aire orthogonale; c’est gr^ce a cette cir- 
constance, comme nous Tavons expliqu^ au n^ 5, que la forme 
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canonique des equations n’est pas alt^r^e. Le probleme est done 
ramen^ k la recherche des angles <p et e’est-a-dire an choix de 
la substitution orthogonale (5), mais cette recherche revient a 
I’int^gration des Equations (A) et (C) de Laplace citees plus haul; 
le calcul num^rique pent done etre long, mais il a ddj^ ete fait en 
ce qui concerne le syst^me solaire. 

On obliendra des resultats analogues dans le cas ou, au lieu de 
trois corps, on en considererait + i . 

La fonction R 2 serait encore la somme de qualre formes qua- 
draiiques, mais chacune de ces qiiatre formes au lieu de d^pendre 
seulement de deux variables en contiendrait n. 

Nous aurons alors n variables analogues aux n analogues 
aux 71, n analogues aux /?, n analogues aux q. Tout se ramenera 
encore a determiner une substitution lineaire orthogonale qui, 
appliqu^e aux variables transforme la premiere de ces quatre 
formes quadratiques en une somme de n carrds. 

Mais revenons au Probleme des trois Corps. 

Faisons un dernier changement de variables en posant 

zi = /2p4 COS (Ji = y/apj sin o)/, 

ce qui, d’apres le n^^ 6, n’alt^re pas la forme canonique des Equa- 
tions. 

R est alors ddveloppable suivant les puissances des \[^i et pErio- 
dique par rapport aux w/; on a d’ailleurs 

fl2 — liAiPi-h 2 A2P2 -h 2 AgpsH- 2 A4P4, 

e’est-a-dire que Ro ne dEpend pas des 


Application de la methode du Chapitre IX. 

132. AprEs ces divers changements de variables, nos Equations 
se prEsentent sous la forme suivante 


(2) 


d^i _ __ dK ^ 

dt ~ dt 


Pour pouvoir appliquer a ces Equations les mEthodes du Chapitre 
prEcEdent, il faudrait pouvoir dEvelopper R suivant les puissances 
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croissantes d’un param^tre tr^s petit. Nous ne pouvons plus pour 
cela nous servir de a, puisque tons les termes du second membre 
sont du m^me degr6 (de degr^ i), par rapport a [jl; heureiisement 
les quantit^s pj qui sont de Fordre du carr^ des excentricites el 
des inclinaisons sont elles-m4mes ires petites. 

Nous n’avons done, pour ^tre ramen^ au cas traile dans le Cha- 
pilre precedent, qu’a poser 

pi = sp» 

e etant une constante tr^s petite, et les quantiles p' 6tant finies. 
11 vient alors 


(2 bis) 


dp'j ^ dtxii [I 
dt £ c/Wi’ dt “ z dp'^ 


R — Rq H“ R2 "+" R4 + . . . . 


Rop sera homogene et du degr4 p par rapport aux p/, de sorte quo, 
quand on remplacera p; par ep'- , il viendra 

R = Rq •+• s R2 -H R^ 


s’obtenant en remplagant pi par p'- dans Rg^:,. 

Nos Equations deviennent alors, si Fon observe que Ro se redult 
a une constante, 


( 3 ) 






dt 



,=2 

^ dfnt 

dii^l 



, ,«?r; 

dt 





On voit que les equations ont conserve la forme canonique; Ja 
fonction F se r^duit alors a 


p.(R2 H“ sR^ Re • • )• 

On voit qu’elle est d^velopp^e suivant les puissances de e; elle est 
p^riodique par rapport aux variables de la seconde s6rie enfin 
le premier terme R^ ne depend pas de ces variables 0 )^. Nous nous 
Lrouvons done dans les conditions ou les resultats du Cbapitre 
pr6c6dent sont applicables. 

La seule hypoth^se que nous devions faire, e’est qu’il n’y ait pas 
entre les quatre constanles Ai, A-g, A3, A4 de relation lin^aire a 
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coefficients entiers. La probability pour que celte relation existe 
est nulle, mais on pent encore se demander s’il n y a pas ime rela- 
tion simple de cette forme qui soit assez pres d’etre satisfaite pour 
que les series ne convergent plus que tres lentement. On sait que 
Le Verrier a discuiy cette question, mais il a dA la laisser indecise 
en ce qui concerne les plan^tes inf^rieures, parce que les masses 
en sont mal connues et que les coefficients A dependent de ces 
masses. 

II est clair que tout ce qui precede s’applique, sans qu’on ait 
rien a y changer, au cas ou I’on aurait plus de trois corps. 

Ainsi on pent satisfaire formellement aux Equations qui dyfi- 
nissent les variations s^culaires par des syries trigonomytriques de 
la forme de celles de MM. Newcomb et Lindstedt. Alors ecosuj, 
e sin in, fcos8, zsinQ sont exprimes par des syries dont les termes 
sont pyriodiques par rapport a t. Ce rdsultat aurait envisage 
par Laplace ou Lagrange comme ytablissant completement la sta- 
bility du systeme solaire. Nous sommes plus difficiles aujourd’hui 
parce que la convergence des developpements n’est pas demontrye ; 
le resultat n’en est pas moins important. 

Remarquons, en terminant, que, dans le cas oii il n’y a que trois 
corps et ou ils se meuvent dans un plan, nos equations cano- 
niques (3) peuvent ytre ramenyes a n’ avoir plus qu’un seul degry 
de liberty; on peut done les intygrer par de simples quadratures. 

Inutile de rappeler que I’intygration des yquations (3) yquivaut 
a celle de rdquation aux dyrivyes partielles 



ou T est la fonction inconnue, les o)/ les variables independanles 
el dont le premier membre est la fonction R oii a dty remplacy 
dT 
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A.PPLICATION AU PROBLEME DES TROIS CORPS. 


Difficulte du probl^me. 

133. Dans le cas du Probleme des trois Corps, une difficulte 
sp^ciale se pr^sente et rend plus difficile I’applicalion des me- 
thodes du Chapitre IX. 

En effeL, Fo ne depend plus des six variables de la premiere 
sen e 

pL, P'y, PG, P'G^ pe, p^0^ 
mais seulement de deux d’entre eiles 

pL ct p'U. 

Parmi les quantiles que nous avons appelees 



il V en a done quatre qui sont nulles, a savoir 

c?Fo dFo dFo 

“'dpG' "“dp'G^' 40’ 4' O'* 

La condition pour que les conclusions du Chapitre subsistent, 
a savoir qu’il n’y ait entre les aucune relation lin^aire a coeffi- 
cients entiers, n’est done pas satisfaite. 

Cette difficult6 ne se pr^senteraitpas, aumoins si les trois Corps 
se meuvent dans un plan, avec toute autre loi d’attraction que celle 
de Newton; en efFet, ces ^nations 
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ont une signification ^vidente. Elies veulent dire que dans le moii- 
vement Upl^rien les p^rih^lies et les noeuds sent fixes ^ nous avons 
en efFet les equations 

dg dF db dF 
dt‘~ ^'dG'' 

Dans le mouvemenl kepl^rlen F se r^duit a Fq, et 9 sont des 
cons tan tes. 

Or dans le cas du Probl^me des deux Corps et avec une loi 
diff^rente de celle de Newton, les nceuds sont encore fixes, mais 
les p^rih^lies ne le sont plus. II en r^sulte que si le mouvement a 
lieu dans un plan, et si I’on n’a plus a s’inqui^ter des noeuds, la 
m^thode du Chapitre IX est applicable sans modification. 


Extension de la methode du Chapitre IX k certains cas singuliers. 

134 . Examinons done le cas ou Fq ne contient pas toutes les 
variables ^2) • ^ ^ 

Supposons, pour fixer les idees, qu’il y ait 3 degr^s de liberte 
et que Fq contienne deux des variables de la premiere s^rie et 
et ne contienne pas la troisi^me 

On a alors 

n%=zo. 

Nous supposons toujours 

F = FoH-fxFiH-fjL2F2-4-.... 

F, est une fonction de x^^ pdriodique par rap- 

port a 7,, 72 et73. 

Je considere un instant F< comme une fonction de 71 et de 70 
seulement; e’est une fonction p^riodique de ces deux variables el 
j’appelle R la valeur moyenne de cette fonction p^riodique qul 
depend encore de ^2? ^3 et73. 

Je considere d’abord le cas ou R ne depend que de Xk , x^ et .2:3 
et est au contraire ind^pendant de 73. 

Nous cherchons encore k trouver une fonction, 

S = So 4- fA Si -1- |X* Sg ~h . . . , 
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de m^me forme que la fonction S envisag^e dans le n° 12 S et qui 
satisfasse formellement a I’equation 


71.72, J^3)= G, 


dS 

dyi dy^’ dyz 


C etant une constaote que nous pourrons ecrire 

G = Go -h u Cl H- (J.2 G 2 H- . . . 5 

Co, Cl, C2, . • • , 4 tanL des constantes arbilraires. 
Nous poserons d’abord 


Les constantes x\ serontli^es par la relation 
FoC^i, ) = Go. 

Mais, comme la constantc Co est arbitraire, x\ et x?^ seront eu\- 
m^mes arbitraires. 

Je poserai ensuite 


[I vient 


So = «?ri + ^5/2 -*- [ s 0 ] , 


[So] 6tant une fonction arbitraire de j'3 qu’il reste a determiner. 
En dgalant dans I’^quation ( 4 ) les coefficients de [x, il vient, comme 
au n® 125 , 

<= ) »i I; + '>* f; = 

Quelle que soit la fonction arbitraire [So], le second membre de 
Tequation (5) sera une fonction p^rlodique de et de ^*2 et la 
valeur mojenne de cette fonction sera 

Nous voulons que la fonction S, soit de la forme suivante 
ai.i7i 4- 3Ci.3/2-Hai.373-i- fonction pdriodique de/u jKa ety,. 

H. P, — II. 4 
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Pour c|[ii6 ccIr soit possiblCj il fsiut 6t il suffit^ comoic nous I a\ons 
vu au n® 12S, que la valeur mojenne du second membre de (5) se 
r^duise a une constante que nous appellerons C| . Nous am ons 
alorSj pour determiner la fonction arbitraire [So], 1 Equation siii- 
vanle 

( 6 ) = 

J’ai suppose plus haul que R ne d^pendaitpas deja ; il suffira 
done pour satisfaire a cetle Equation (6) de prendre 

[So] = *2, 

x\ 4tant une constante qui pent encore 6tre regardde cotnme arhi- 
traire, puisque la constante C' I’est elle-meme ; on aura alors, 

So = *272 H- xlf}. 

En ^galant dans Tequation (5)les valeurs moyennes dcs deux 
membres, il vient 

flSit “f* oci2 — C] — Cj . 

Comme C, est arbitraire, je ferai C) = C', , ce qui me permeltra de 
faire comme au n® 12o, 

ail = «12 = 0. 

L’equation (5) permet alors de determiner a une fonction 
arbitraire pres de/g. 

Celapose, imaginons que Ton ait determine compl^Lement Ics 
fonctions 

So, Si, S 2 , Sp_2> 

et qu’on ait calcule a une fonction arbitraire pres de jg ; 
supposons que Ton se propose d’acliever la determination de S;,_i 
et de calculer S^, a une fonction arbitraire pr6s de ji/g, 
figalons dans les deux membres de (4) les coefficients de il 
viendra 



etant une fonction qui ne depend que des y et des d^riv^es 
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de So, S,, So, . . . , Sp„o ainsi que de de Les fonc- 

lions So, Si, So, . . . , Sj3_2 sont connues. Nous connaissons Sjd_i 

dS 

a line fonction arbitraive pres de j's; nous connaissons done —7^ 

el Done on peuL regarder comme une fonction connue 

des jK et cette fonction sera periodlque. 

Etant donnee une fonction periodique U dejvi, JK2 ^tjKo, nous 
d^signerons par [U] la valeur moyenne de U consideree un instant 
comme fonction deyi etjK2 senlement. II en resulte que [U] est 
encore une fonction de ^^3. 

On verrait, comme plus haul, que la valeur moyenne du second 
membre de (7) doit se r^duire a une constante — Gjc, d’ou 


dF I dSp—i 
d^ dyz 



dFi 

dxl 


^73 J L 


Comme [Sp_i] ne depend pas dejKijJKa? il vient 


d’ou 





r^l 

_ rfR 


dyz J 

dfi 

\^dx\ J 

- dxl 




( 8 ) 


d[^_ VdF, d(Sp.t-lSp-,]) 

(farj <2^/3 P I Idxl dyz 


Connaissant a une fonction arbitraire pres de J3, nous con- 
naissons 

S/?-l 


Le second membre de (8) est done enti^rement connu. D’autre 
part, R est une fonction connue de Xi, et ^3, ou ces variables 
sont remplac^es par les constantes connues x^^, x?^ et ^3. Nous 

connaissons done ^ et Ton pourra tirer de I’^quation (8) 

et par integration [Sjr,_i]. 

Pour que [S^_i] soit une fonction periodique de J3, il faut que 
la valeur moyenne du second membre de (8) soit nulle ; or on pent 
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toujours disposer de la constante arbitraire pour qu il en soil 

ainsi. ■ / \ 

La determination de S^_i esl ainsi achevdej 1 Equation (^) nous 
permettra ensuite de d^erminer Sp k une fonction arbitraire pres 
dejs. Pour que la valeur de Sp tiree de (7) soil pdriodique enj>', 
etys, il faut que la valeur moyenne du second membre soil nullc. 
Or cette valeur moyenne est C '^ — Cp et, comme la constante Cp 
reste arbitraire, nous pouvons prendre 

Cp=C'p. 

Ainsi I’on pourra toujours determiner les functions Sp par recur- 
rence. Les conclusions du n” 125 subsistent done; la seule diffe- 
rence, e’est que le developpement do suivant les puissances de p., 
au lieu de commencer par un terme tout connu, commence par 
un terme en p.. 

Supposons maintenant qu’il y ait 4 degres de liberty et liuii 
variables x^, Xi, Xi', y^, v^, Xti que Fo ne dependc que 

de et aja, et R de ail, a:2, ^4- 

Les m^mes conclusions subsisteront encore pourvu que : 

//T? /7F 

1^ Il n’y aitentre ^ et ^ (e’est-^-dire enlre n^^ et /t?>) aiicune 
relation lin^aire a coefficients en tiers; 

2° 11 n’y ait non plus entre ^ et ^ aucune relation lineaire 
a coefficients entiers. 

En effet, T^qiiation analogue a (8) qui sert a d( 5 terminer [S^_.(] 
s’^crit alors 

dlSp^:] ^ dR 

= (fonction p^riodique connuc dc /s et dont la valeur 
moyenne peut etre rendue nalle) 


(8 bis) 


et, pour que I’on puissetirer de la [S^_^] enfoncaon pdriodique 
des 73 et745 il faut et il suffit qu’il n’y ait entre et auciine 


relation lineaire k coefficients entiers. 


13 S. Nous avons suppose jusqu’ici que R ne ddpendait que des 
variables de la premiere serie oOi, et Xj^ (en supposant, 
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comme a la fin du numero precedent, qu’il y a 4 degres de liberte 
cl que Fq ne depend que de et de 

Imaginons maintenant que R depende non seulement de Xz, 
Xz et X/i mais encore dey^ et dey^. 

Si nous remplagons x^ et ^2 par les constantes et ^2 ^t ^3 


. di: dT , ‘ T> X 

el Xi par et et que nous egaJions ensuile R a une con- 

stante G', nous aurons I’^quation suivante 


(0 


R 


/, , dT dT 



qui definira une fonction T des deux variables ^3 et^^4. 

Supposons que Ton ait trouv6 une fonction T satisfaisant a cette 
equation; que cette fonction depende en outre des deux constantes 
et et de deux constantes d’int^gration nouvelles que j’appel- 
lerai ^3 et ^4. 

La fonction 

U = iiyi -H ^2yi H~ T 


satisfera alors a I’equation 


/dU ^ dV dJJ dV 
\dyi' dy^ dyz dy^ 





Ci. 


De plus les relations 

dXJ dU ^ 

d^finiront un changement de variables, les variables anciennes etant 
les Xi et les jKi et les variables nouvelles etant les et les vii*. 

D’apr^s ce que nous avons vu au n° 4 , ce changement de 
variables n’alt^rera pas la forme canonique des Equations. 

On voit ais^ment que 

== ^1, X2 = ^2, 


et, par consequent, qu’apres le changement de variables Fo ne 
dependra que de et de ^2. 

Si Ton suppose (ce que nous ferons) que la fonction U est telle 
que Xzf ^4, Ji — {on yB),yi — y\A (ony^) 
soient des fonctions des i/et des 7i, periodiques par rapport aux yi. 
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la fonction F apres le changement de variables sera p4riodique par 
rapporl aux y^i. 

Nous avons appele R la valeur moyenne de considerde 
comme fonction periodique de yi el Jg dis que, si apres le 
changement de variables nous regardons comme une fonction 
periodique de 7)^ etvia, sa valeur moyenne sera encore R. 

En effet; on a par definition 

f iTZ 

' u *-0 


et je me propose de ddmontrer que 


a £7C 

Fi dfi^. 

On a en effet 


or, dans les relations 

^i = 5i, dyt' (^==3,4), 

yi /o) et Tjo n’entreni pas; ce qui montre que, quand on 
exprimera les variables nouvelles en fonction des anciennes 
is? ^13 et 'f\ji ne d^pendront ni deyi ni dey^. 

Done, si Ton remplace, dans T, ^3 et par leurs valeurs en fonc- 
tion de ^ 3 j 5 



dr _ 

dT _ 

d^r _ d^r 

d’ou 

dyi ~ 

dy% 

“ d^idft ~ ’ 



d^r 

1 — 

dtii _ d^T 


dyi 

d\idyi 

dyi~ 'diidyi~° 

et de m^me 




On a done 


o 

II 

11 


^ j^Yxdy^dy^. 


C. Q. F, D. 
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De plus, la quantite C' qui doit etre une constante ne pourra 
d^pendre que des consLantes d’integration, c’est-a-dire des de 
sorte que R ne dependra [en vertu de I’equation (i)] que de 

^ 2 ? ^3 • 

Nous sommes done ramen6 au cas traile dans le paragraplie 
precedent, et nous devons conclure que les equations canoniques 

__ ^ __ 0^ 

dt dr^/ dt ~ d'ii 

peuvent etre salisfaltes formellement par des series de la forme 
suivante 

$r=$? 

TQf = Wi~\- |i,7) J + . . . H- jlp Tjf -4-. . . , 

Wi =71^^ + Wi, rii = 71? 4- Jin' -4-. . . -h. . . , 

oil les ?? sont des constantes, ou les et les sont des fonctions 
periodiques des pp, dependant en outre des n constantes d’intdgra- 
lion ; ou les tsi sont n aulres constantes d’integralion; ou enfin 
les quantites 7)f dependent encore des constantes 

Revenant aux variables primitives, on verra ensuile que les 
Equations canoniques 

dcci _ d¥ dyi dF 

dt ~ dyt^ dt dxi 

peuvent etre satisfaites foi’mellement par des sdries de la forme 
suivante 

Xi = ocl 4- 4- . . .4- jiPirf 4-., . . , 

yi=,ZiWi-^y\ 4- ]xy\ 4-. ..4- jiP/f 4-...; 

les et les/f etant des fonctions periodiques des pp. 

Quant au coefficient e,*, il peut ^tre egal a o ou ^ i . II est tou- 
jours egal a i pour j = i ou 2 ; il est egal a i ou ^ o pour i =: 3 , 
selon que e’est JK3 — 7)3 ou qni est periodique par rapport 
aux y\i\ et de m^me, il est egal 4 i ou a 0 pour r = 4, selon que 
c’esty4 — 714 ou /4 qui est periodique par rapport aux t)/. 

Tout est done ramene k Tintegration de Tequation aux ddrivees 
parti elles (i), ou, ce qui revient au meme, a I’integration des equa- 
tions canoniques 

^ ^ dR ^ _ i?;. 

dt dyi^ dt dxi 
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Application au Problem© des trois Corps. 

136. Appliquons ce qui precede au Probleme des irois Corps; 
nous avons mis les Equations de ce probleme sous la forme 

dt ~~ dyt dt dxi 

avcc 

F = FqH- 

[ji etaut un parametre tres petit, et p.F< la fonclion perturbalrice. 
Nos variables sont celles du n° 11, 

jA=pL, pG, pe, P^G\ p^e^ 

I I, I', S, fi, 0'> 

ou bien encore celles du n® i% 

(A. A', r, p, p\ 

^ (X, X', 7), 7]', q\ 

Fo ne depend que de A et de A'; F^ depend des douze variables, 
mais est p^riodique par rapport a i et t. Si Ton consid^re done F < 
comme fonclion p^riodique de I et de V et que Ton appelle R la 
valeur moyenne de cette fonclion, R ne sera pas auLre chose que 
la fonction que nous avons designee ainsi dans le Chapitre prece- 
dent. Elle depend de dix variables, a savoir des douze variables ( 2 ) 
a I’exception de ^et de /^ou bien des douze variables (3) k I’exccp- 
lion de 'k et de X'. Si Ton adopt© les variables ( 2 ), elle sera perio- 
dique par rapport a g\ 9 et 9^ 

La methode des n°® 134 et 133 sera done applicable aux equa- 
tions (i) et en permettra I’integration formelle pourvu que Ton 
sache iniegrer les equations 

(A) 

dt dyi dt dxi 

ou les variables Xi et jk,* sont les quatre dernieres paires de variables 
conjuguees ( 2 ) ou les quatre dernieres paires de variables conju- 
guees (3), et ou A et h! sont regardees comme des constantes. 
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Or ces Equations (4) sont pr^cis^ment celles que nous avons 
appris dans le Chapitre pr^c^dent a int^grer formellement. On 
con^oit done comment la m^thode de M. Lindstedt pent ^tre 
applicable au cas g^n^ral du ProbUme des trois Corps. 

L’ application de cette metbode que je viens d’exposer succinc- 
tement sera I’objet des pages qui vont suivre. 


Cbangement de variables. 

137. Nous allons done faire un changement de variables ana- 
logues a celui du n° 131 . 

Nous poserons pour cela 


(A=pL, 

V = AAi-f- A'X'i -h ^(o-icoscp H- (J2 sincp) - 4 - — cjisincp + aacoso) 

coscp'-i- a4sincp')-f-j!?'(— cissincp'-h cr^ cos o'); 

f et etant les angles d^finis au n° 131. 

Nous ferons ensuite, comme dans le m^me numero, 

. dV dV , V dV , V _dV 

^ = = 

et nous reconnaitrons que la forme canoniqne des Equations n’est 
pas alt^ree si I’on remplace les variables anciennes 

A, A', P\ 

X, X', T„ 7)', q, q\ 

par les variables nouvelles 

A, A^, Ti, T2, T3, ^4, 

X'l, O’!, 0-2, (X3, 0-4. 

Les variables et o*/ ont d6ja 6te d^termin^es en fonctions des 
des Yi, des /?, des q et des A, dans le Chapitre pr6c4dent. 

[I me reste a voir quelle est la forme de la relation qui lie les 
nouvelles variables et a X et X'. 

11 vient 


X = Xx’+-4*> X^ — Xj -4- 
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et dtant des formes qiiadratiques des c et des t dont les coef- 
ficients dependent de A et de A! et qui s’ecrivent 

3 ! et cp' 6taDt les angles que nous avons appeles ainsi au n® 131. 

On Yerrait alors, en raison nant comme au n° 13S, que toute 
fonction periodique en 1 el V est encore, apres le changement de 
variables, pdriodique en el et que la valeur moyenne est la 
m^rae dans les deux cas. 

Nous pouvons tirer de la quelques conclusions au sujel de la 
forme de la fonction F. 

F depend d’une maniere quelconque de A eL deA^; mais elle 
est periodique en\i etl'; de plus elle est developpable suivant 
les puissances des cr et des t. ^ 

Pajouterai qu’elle ne doit pas changer quand on change \ elX' 
en -l-Tc et -j-Tt et quand les cr et les t changent de signe a la 
fois. II suffit, pour s’en rendre compte, de se reporter a ce que nous, 
avons ditau n'^ 12 et d’observer que quand 


se changent en 


X 


ii 


M, 




Xi-HTC, Xj-hTU, — <7/, — Ti, 


les quantit^s 1 et V se changent en X + n: et X'4 -tc et que les 
variables i, etc., changent de signe. 

Nous allons enfin faire nn dernier changement de variables 
en posant, comme au n® 131, 

1:,= /ap/coso),, <T/= v/a^sintO;, 

ce qui, en vertu de la remarque dun® 6, n’alt^re pas la forme cano- 
nique. 

^ F devient alors developpable suivant les puissances des y/p/, et il 
vient d’ailleurs 


Rj — 2 Aj Pi H- a A2 P2 “H 2 As ps •+• a A4 p;. 
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Cas des orbites planes* 

138. Apres ce changement de variables les equations da mou- 
vement prennent la forme suivante. 

Les deux series de variables conjuguees sont 

A, A', p„ 

Xi, X^j a>/, 

etl’on a 

F = Fo- 4 - (i.Fi -h 1J.2F2 -h. . . , 


Fo ne depend qiie de et de A'; el F^, F^, . . . , qui sont perio- 
diques par rapport a \ et X.' , sontddveloppables suivant les puis- 
sances de 

COSWi siawVpi. 

De plus, ces fonctions ne changent pas quand on aiiginente Xs^, 
Vj et CO/ d’une m^me quantity; elles ne dependent done que des 
differences, 

Xi— COf, X'l— (0„ OJjt— CO;. 

clT 

Si dans R nous remplagons p/ par ^ et que nous egalions R a 

line constante, en regardant d’ailleurs A et A' comme des con- 
stantes donn^es, nous obtiendrons une Equation aux d^riv^es par- 
tielles 


(0 



D’apres ce que nous avons vu aux 134 et 13S, il suffit de 
savoir integrer cette equation pour pouvoir former des series deve- 
loppdes suivant les puissances croissantes de [jl et satisfaisant 
formellement aux Equations du mouvement, 


(^) 


<iA 

- ^ 

dM 

dP 


dP 

~dt 

~ cAi’ 

dt 

II 

dt 

d(j>i ’ 

dk\ 


d\\ 

dP 

dixii _ 

dP 

'di' 

_ 

— dA’ 

dt 

~ dA'’ 

dt ~ 

d^i 


11 est un cas particulier ou Fint^gration de I’^quation (i) est 
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relalivcmcnt facile : c’est celui ou Fon etudie le mouveinent de 
Lrois corps seulement se moiivant dans xin m^me plan. 

Dans ce cas en effet, le nombre des quantiles pz se rdduit a 2, dc 
sorte que, si Ton regarde A et A' comme des constantes, R ne 
depend plus que de quatre variables pi, p2, et toa; mais il y a 
plus : nous avons vii plus haul que F ne d^pendait que des diffe- 
rences li — CO/, X — cOi, co/f — CO/. Done R ne ddpendra que des 
trois variables pi, pa et (0| — coa, de sorte que T^quation (i) s’ecrira 


R 


dT 

doii ’ 


dT 

do^i^ 



Si nous posons cO| — coo = <p et que nous prenions pour variables 
nouvelles co^ et cp, I’^quation devient 




dT dT , . 

, cp = G. 

ocD do 


dT 


Si nous donnons alors a ^ — une valeur constante arbitraire que 


dT 


j’appellerai /i, I’^quation ne contienlplus que ^ elcp. On en tirera 


done ^ en fonction de 9, de la constante C et de h et Ton aura 


do 


d’ou 


g =/(?. C, h). 


T = /ia>i-4- f <^cp. 


Voyons quelle est la forme de cette fonction T. 

J’observe que R est developpable suivant les puissances de 
dT 

et de -^} que le terme de degre 0 se I'^duit a une constante que 
j’appellerai H, et que les termes de degr^ i se r^duisent ^ 


dT 

do>i 


dT 


dtxi^ 


Je poserai alors (en introduisant deux nouvelles constantes 
d’intdgration Qj et Qa ^ Isi place de C et de A) 


G — H -I- 2 A^Qli 4 - 2 A 2 ^ 2 } 
h = £2^ 4- 
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Nous aiirons alors pour determiner et ~~ les deux ^auations 

atL)} ^ 

simultanees 

R — H = AjOi-}- ^2^2? 
dT ^ ^ 

~i ^ — — Qj + Qj. 

aCi)i (350)2 

Le determinant fonctionnel des deux premiers membres par 

, dli , , . dH dT ^ . i Ti 

rapport a ^ et ^ se reduit pour =o a A^ — Ao. II 

n’est done pas mil. 

Done, d’apr^s le th^or^me du n® 30, on pourra tirer de ces equa- 
tions et sous la forme de series ordonnees suivant les puis- 
do) I doj^ 

sauces croissantes des Q: les termes de degre o seront nuls, les 
termes du premier degre se r^uironl respeetivement a Oi et Qo, 
Jes termes de degre siiperieur auront pour eoeffieients des fonc- 
tions p^riodiques de o), — co^. 

La fonction U du n° 135 pourra alors s’^crire 


et nous aurons 


u = aXi+ax;-ht, 
T = Vj o)j H- Vg 0)2 


Vi et V 2 etant deux constantes dependant de 0, et Qj, et T' clant 
une fonction periodique de 0)4 el 0 ) 2 . 

Nous aliens faire le changement de variables defini au n*’ cn 
prenant pour variables nouvelles de la premiere serie 

A, A', Vi et Y2 

liees aux variables anciennes A, A^, li, a',, et par les relations 


(D 


dU dU 

dh’ ^ = 


“ do),- 


doji 


Les variables conjugu^es que j’appellerai 
X 2 , X'j, Pi cl t’a 

seront alors d^finies par les Equations 


dU -V , oc I. 

A5= -JT — ^1-+- -JT’ ^2— 


dT 


dU 


dT 


dA 


dA 


dSl 


dA' 


dT 

dSi ~ dV,' 


( 4 ) 
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Je suppose que dans T, qiii dependait des cons tan les A, A!, Q| 

el Qo) remplace ces constantes en fonctions de A, A', Vi el 

^ , dT dT dT 

C est dans ce sens qu li fauL entendre 

Pour que les conclusions da n” 135 soient applicables^ il faul 
que les variables anciennes 

A, Xjj Xj, pf, 

ainsi que les variables 

( 0 , — 

soient des fonctions uniformes des variables noiivelles 
A, A', Xg, x;, V„ 

et que ces fonctions soient periodiques, par rapport a ct a 
Chercbons d’abord les expressions de (Oi et 0)2 en fonctions des 
variables nouvelles, nous avons pour cel a les deux equations 

, , cTT dV dT cTV 

Nous devons d^abord nous demander si les valeurs de a)^ el de t02 
tirees de ces equations seront des fonctions imiformes des variables 
nouvelles. Pour qu’elles cessassenl de T^tre, il faudrait que le 
determinant fonctionnel des seconds membres par rapport k w, 
et cjg s’annulat, c’est-a-dire que Fon eut 

d^T 

rfViduji dVidmi 

<PT d^T rf2T' _ 

dVidoii dV^d(>)z dYidoTi dVidtHi 

J’ecrirai, pour abrdger, cette equation sous la forme suivaiUe 

, 1 -r J = 0. 

J’observe d’abord que p^ et pa seront dans les applications des 
quantit^s tr^s petites de I’ordre du carr 6 des excentricilds. 

Ges quantiles pj sent liees aux Q/ par les relations suivantes 
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^rp 

Or peut etre d^veloppe suivant les puissances croissantes 

des Qi] it n’y a pas dans ce developpemenL de terme tout connii 
et les termes du premier degre se reduisent a 0 ^. 

On tirera de la, par le theoreme du n® 30 , 

Pa)} ^2=/2(pi} pa), 

f\ el/2 e tan t des series d^veloppees suivant les puissances de p^ 
et de p2, dont les coefficients dependent d’ailleurs d’une maniere 
quelconque de 

A, A', coi et W2. 

Les termes de degre 0 seront nuls, ceux du premier degre se rddui- 
ront respectivement a pi et a p2. 

II resulte de la queQ, etQg seront, comme p^ etpa, de l^ordre du 
carr 6 des excentricites. 

D’apr^s la definition de V| et V2, ces quantiles pourront ^tre 
d^veloppees suivant les puissances de Q| et Q2, les coefficients du 
developpement dependant d\ine maniere quelconque de A et de A'; 
ces ddveloppements ne contiendront pas de termes de degre 0 et 
les termes du premier degre se r^duiront respectivement a et 

II resulte de lli : 

1° Que Yi et V2 sont de l^ordre du carr^ des excentricites; 

2° Qu’on peut inversement developper Qi et suivantles puis- 
sances de Vi et de V2 et qu’on a alors 


^1 = Yj-i- cpi(Vi, V2), Q2 = Vg-H Vj;, 

cpi et cf2 ne contenant que des termes du second degre au moins 
par rapport a Vi et V2 ; 

Que V peut se ddvelopper suivant les puissances croissantes 
de Vi et de V2 et ne contient alors que des termes du deuxi^me 
degr^ au moins par rapport a ces deux quantit^s; 

4 "* Que le developpement de ^ et de ^ suivantles puissances 

croissantes de Vi et de V2 commeneant par des termes du premier 
degr 4 , ces deux d^riv^es sont du m^me ordre de grandeur que le 
carre des excentricites; 
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5 ^ Qu’il en esL de m^me des d^riv^es secondes et par 

consequent de J. 

J etanl tr^s petit, 1+ J ne peut ^tre nul. 

Nous devons done conclure que (o^ et (O2 et par consequent 
coo — c’j sont des fonctions uniformes des variables nou- 

velles. 

J’ajoiite que — tOi, (^2 — ^2 sont des fonctions periodiques de 

et de Po? si, en efFet, nous aiigmentons et co^ de 2 K^ 7 r, Pg et 
W2 de 2K2 7 r, Ki et K2 ^tant des entiers, les equations ( 5 ) ne ces- 
seront pas d’etre satisfaites, puisqueT' est pdriodique en Wi et (02? 
et Pi — t04 , pj — CO2 ne changeront pas. 

En siibslituant ces valeurs de Wi et de 0)2 dans les Equations ( 3 ) 
et ( 4 ) on verrait que les variables anciennes 

A, A', Xi, X'j, pi 

sont des fonctions imiformes des variables nouvelles, periodiques 
par rapport aux p/. 

Nous nous Lrouvons done dans des conditions ou les resultats 
du n° 13 o sont applicables. 

Exprimons la fonction F a I’aide des nouvelles variables. J ’ob- 
serve d’abord que F© reste exprime en fonction de A et de A' seu- 
lement. De plus, F esl p^riodique par rapport aux variables de la 
seconde s^rie 7 . 0 ? ^ 4 ? ^2- 

La valeur moyenne de F^, consider^e comme fonction perio- 
dique de L2 et X, se reduit a B. D’autre part, R se rcdult en vertu 
de Tequation (i) a la constante C, ou Lien encore a 


H 2 Aj Qj 2 A 2 ^^2, 

ou a 

II -H 2 Aj Vi -h 2A2 Vg -t- 2 Ai<pi(Vi, V2 ) -+- 2 Aa ® 2 ( Vi, Vj). 

Ainsi R depend seulement de A, A', Vi et V2 et ne depend pas des 
variables de la seconde s^rie. 

Nous retombons done snr le cas dtudie au n° 134 . 

Je dis maintenant que F ne change pas quand Lg, Pi et Pa 
augmentent d’une m^me quantite. En efifet, nous savons d^jA que 
F ne change pas quand X,, X', et coo augmentent d’une m^me 
quantity et que T ne depend que de la difference cOi — (02. 
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Les Equations (4) et (5) montrent alors qiie, quand X' , o>^ 
et cog aiigmenlent d’line m^me qaantite e, Xo, X^>, et augmea- 
tent de cette m^me qaantite e; done quand ces quatre variables 
nouvelles augmentent de s, F ne change pas. 

La facon dont F depend de Vj et de Vg est assez compliquee, 
parce que F, avant le changemenl de variables, contenait les radi- 
caux ei 
Soit 

F(A, A', h, K, Vi, Y,, t’a) 

ce que devient la fonction F apres le changement de variables. 
Nous avons a integrer I’^quation 

^/dS dS . dS dS \ n n n . 

<’1. '’2j = Co+C,;^+C,|x- + . .. 

Nous voulons satisfaire formellement a cette Equation en faisant 

S = So*T- |i.2S2-i-. . - 
ct 

So “= Ao Xa -4- A^ X g -H V\’ Pi V§ , 

Aq, A^, V'J et doivent ^tre nos quatre constantes d’lntegralion. 
On n’a pour cela, comme nous I’avons vu, qu’a appliquer la m^- 
thode du n‘’ 134. 

iltude d’une integrale particuli^re. 

139. On trouve une integrale particuliere remarquable en sup- 
posant que les deux dernicres constantes V® et V.® soient nulles. 
11 suffit pour cela de faire dans i’^quatioii (6) 

dS ^ ^ ^ ^ 

d^i dv^ 

11 arrive alors que le premier membre de cette (Equation ne ddpend 
plus ni de ni de ^ 2 * 

En efFet, avant le dernier changement de variables que nous 
venous de faire, F etait developpable suivant les puissances de 


H. P. - II. 


y/pfCOScDi et y^sinco/, 


0 
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et ne dependalt d’autre part que des autres variables 


Si done on fait 


A, A', I et 
pi = r2 = 


F DC depend plus que de A, A^, et . 
Si, d’aiUre part, on fait 


T', qui est d^veloppable suivant les puissances croissantes des Y 
et ne contient que des lermes du second degre au moins par rap- 
port a ces quantites, s’annulera ainsi que ses derivees du premier 
ordre. De m^me et Qo s’annuleront et il viendra 


dT 


dr 


De ni^me 


1 dT_ 


:X;. 


II r^sulte de U que et pj s’annulant et, d’aiitre part, Xj et X^ se 
r^duisant aX^ el X'; il r^sulte, dis-je, qne F ne depend plus que 
des quatre variables 

A, AS et Xj. 

Si done on fait 


le premier membre de I’^quation (6) ne contient plus que X 2 , XJj, 

Celle Equation est alors tr^s facile h int^grer; on n’aiirail pour 
j parvenir qu’a appliquer Ics proc^d^s du n® 12S; mais il y a ici 
quelque chose de plus. 

L’int^grale n’est plus purement formelle et la s^rie d^veloppee 
suivant les puissances de p a laquelle on parvient est convergente. 

En effet, F ne depend que de la difference X 2 — X^, puisque nous 
avons vu que F ne dolt pas changer quand Xg, X' , et {>2 £tug- 
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mentent d’une m^me quantite et qa’ici F a cesse de d^pendre de 
et de Ps. 

Tl resulte de la qae les deux equations 


\dl^’ 



dS . , 

d).2 dA'^ ” ’ 


(ou C et C' sont deux constantes quelconques) sont compatibles; 
on en tirera ^ et et, par consequent, S sous la forme de series 

ordonn^es suivant les puissances de [jl. 

L’integrale ainsi obtenue depend de deux constantes arbitraires 
C et C'; mals ces deux constantes peuvent s’exprimer a Faide de 
denx des quatre constantes primitivement choisies, a savoir de Aq 
et de Aq, les deux autres constantes VJ et VJ etant nulles par 
hypothese. 

Nous appellerons cette int^grale parliculiere de I’equation (6), 
(7) Ao, A'o). 


Si les constantes C et C' sont convenablement choisies (Cf. 125), 
S sera de la forme suivante 


A0X2-I- AJX 2-1- fo actio E periodique de X2 — X'^. 

La discussion de cette int^grale particuliereSneconduirait pas, 
ainsi qii’on serait tente de le croire, a des solutions particulieres 
simples du Probleme des trois Corps. 


Forme des d^veloppements. 

140. L’existence de la function S etant ainsi d^montr^e, on 
peut en deduire le r^sultat suivant, en raisonnant cotnme au n® 125. 
II existe des series 

/ A = Aq -4- jx Ai Aq 4- . . • j 

I A' = Aq -h (X A I -}- A2 -H . . . } 

V/=Vj4-|aV^4-(X*Vf4-..., 

X 2 = Wi4-p.y}-+-tx2j^?-h..., 

Pi = tVs - 4 - fxyj -+- {X5^7| 4 -. . . , 

Pg = W 4 + fXjKj 4- |X®7| -h. . . , 
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ordonn^es suivantles puissances de [x et qui satisfont formelle- 
ment aiix equations du Probl^me des trois Corps. 

Ao, A'q et V® sont des constantes; on a 

H- TO/. 

Les Aa, les A[, les Af, les sont des fonctions periodiques 
des pv, qui dependent en outre des constantes Aq, A^y V°. 

D’aiitre part, les quantiles m (qui dependent en outre des con- 
stantes Aq, AJ,, V®) sont developpables suivant les puissances crois- 
santes de p, de telle sorte que Ton a 

= Tlf -H fX/lJ -h Tlf + 

Le point sur lequel je desire attirer I’attention, c’est que Ton a 

n\=nl-o, 

n\^o, 

Les coefficients des series qui precedent auraient pu cal- 
culus d’une facon plus rapide et sans passer par toute cette serie 
de changements de variabJes, si jene m’etais attache surtout a eta- 
blir simplement et rigoureusement la possibility myme du d^ve- 
loppement. 

II y a plus : les variables primitives A, A', \ — to^ , V — tOa, 
v\, peuvent ^tre dyveloppdes en series de myme forme, c’est- 
a-dire en series dont les termes sont des fonctions pyriodiques de 
oji^, CO 2 , CO 3 et W 4 . II suffit, pour s’en convaincre, de remplacer dans 
les expressions des variables primitives en fonctions des variables 
nouvelles, d’y remplacer, dis-je, ces variables nouvelles parleurs 
expressions (i); et alors on pourra avoir avantage a calculer direc- 
tement les coefficients des dyveloppements des variables primi- 
tives, sans passer par Tin term ydiaire des variables nouvelles qui 
ont servi a dymontrer la possibilite de ce dyveloppement. 

Je ne veux pas inslsterici sur les proc^dys qui peuvent permeltre 
le calcul direct de ces coefficients. Ce que j’ai dit au n^ 127 suffit 
pour en faire comprendre Pesprit, et j’aurai d’ailleurs Poccasion 
d^y revenir au Chapitre XIV, 

J’indiquerai seulementun moyen d’yviterle dernier changement 
de variables, celui par lequel on passe des p/ et des to/ aiix V/ et 
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auK ce serait la, dans les cas ou Ton ne ponrrait I’eviter, la 
par tie la plus p^nible du calcul. 

II suffit pour cela de grouper convenablement les termes et cela 
est possible pourvu que les excentricites soient pelites. 

Nous pouvons distingaer dans deux sortes de termes : 
i'’ Ceux qui sont de degr^ o, i, ou 3 par rapport aux excen- 
Iricit^s et aux iacliuaisons; 

2 ^ Ceux qui soul de degrf^ 4 moins par rapport aux excen- 
tricites et aux inclinaisons. 

Les termes de la seconde sorte sont beaucoup plus petits que 
ceux de la premiere. Soil alors F' I’ensemble des termes de la 
premiere sorte et I’ensemble des termes de la seconde sorte*, 
nous pourrons supposer que e est nne constante tres petite et que 
F'J est fini, et ecrire 

F == Fo“t“ fJ-F], (AS F 1 -f- F 2 ‘ • 

Rien n’enipechera alors de reunir les termes p.eF'' aux termes 
p.^F 2 , puisque pe est beaucoup plus petit que p; ou de cliercher 
k developper suivant les puissances de a et de e. 

Aulors on conserve les variables 

A, Xj, X'l, pii Wi*; 

la valeur moyenne de F^ se reduit a 

H -+- 2 Aipi-h aA 2 p 2 H~ 2A3P3-I- 2A4.P4 

( Cf. n° 131), et est par cons^uent ind^pendante des variables de la 
seconde s^rie. Or le dernier changement de variables n’avait 
d’autre but que de rendre R ind^pendant des variables de la 
seconde s^rie. II est done main tenant inutile. 


Cas general du Probl^me des trois Corps. 

141. Passons maintenant au cas du Probldme des trois Corps 
dans Fespace. Le nombre des variables < 0 ^ et est alors egal a 4 
et Liquation (i) du n® 135 s’^crit 
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Elle n’esfc plus susceptible d’etre integree par le precede qiie nous 
avons employ^ au n® 1885 on ne connajt m^me pas de moycn de 
I’integrer exactement, mais on pent trouver une methode simple 
d’int^gration formelle, ce qui peut nous suffire an point de vue 
ou nous nous sommes place. 

Les quantiles 

dT _ 

d^i 

sont de I’ordre du carr^ des excentricitds ; si done nous posons 

T = p.'r, 

etant une constante de I’ordre du carre des excentricit^s, les 
(leriv^es 4^ seront finies. 

La fonction R est developpable suivant les puissances crois- 
santes des -7— et nous avons 

R = Ro -f- R2 R4 -h . . . j 

k 

representant I’ensemble des termes de degr^ - par rapport 

aux Pi* (Rq, R2J R4J . . . ne diflferent pas des quantiles appelees 
ainsi au n'^ 131 ). Si je d^signe par Ra(T) ce que devient Rjt quand 

on y remplace p/ psir^? Tequalion (i) pourra s’ecrire 


ou bien 


Ro(T)-HR2(T)-hR4(T)H-...= G 
Ro(r)+p'R2(r)H-tJL'2R4(r) + ...-G. 


Ro ne depend que de A et de hi et, comme nous regardons momen- 
tan^ment ces quantiles comme des constantes, Rq sera aussi une 
constante. 

Si alors nous posons 

G = Ro-hfjL'C, 

r^quation (i) deviendra 

( 2 ) R 2 (T")h- fx'R4(r) H- H-'2R6(r ) + . . G'. 

Nous sommes ainsi conduit k int^grer une equation aux derivdes 
partielles dont le premier membre depend des d^riv^es 4^- et est 
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d’ailleurs periodique par rapport aux variables independantes (o/. 
Ce premier membre depend d'un param^tre et quand ce para- 
metre s’annule, il se reduit a 


R2(T"; 





Pour 0, le premier membre ne depend done plus des mais 
seulement des deriv^es^^* 

^(1)^ 

Nous nous trouvons done dans les conditions ou I’analyse du 
n" 128 est applicable et nous pouvons conclure qu’il existe une 

developp^e suivant les puissances de [Ji' et qui, substitute a la 
place de T', salisfait formellement a Pequation (a), et que cette 
serie est telle que les dtrivees 

soient periodiques par rapport aux tu^. 

Nous poserons 

T[| = COj -|- ^2 ^2 ^3 ^3 

Q', ^'3? ^4 ^tant nos quatre constantes d’inttgration ; et la 

constante C' devra satisfaire ^ Ptquation 

C= 


On verifie sans peine que est un polyndme entier de degre k + i 
par rapport aux quatre constantes Q'. 

II en rtsulte que 

T = 

se prtsente sous la forme d’une serie dtveloppte suivant les puis- 
sances enlitres croissantes des quatre quantitts 

ix'Q', /q;, 

que j’appellerai pour abrtger 


^2} ^3} ii^4* 
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Cette s^rie, d^veloppee snivant les puissances des quatre con- 
stantes qui sont de Tordrc du carre des excentricit^s, satisfait 
formellement a Fequation (i). 

Posons, comme au 138, 


Ij = A Xi X -H T , 

T = Vj coj -H Vs t*)2 -i- V3 W3 -1- V'j (04 -i- T', 


^tant periodiqtie par rapport aux o), et les etant des constantes 
developpables snivant les puissances croissantes des 0,. 

Les 0^ sont inversement developpables snivant les' puissances 
des V^; on pent aussi developper T suivanl les puissances des V/ 
el la s^rie ainsi obtenne satisfait encore formellement a I’equa- 
tion (i). 

Nous allons maintenant faire nn changemenl de variables ana- 
logue a celui du n° 138 [equations (3), (4) et (5)]. 

Nous poserons done 








X' = 




En rcmpla^ant les variables anciennes 

A, A', p,, 

Xj, XJ, ojj* 

par les nonvelles 

A, A', Ve, 

^2) X 2 , 


on n’alt^re pas la forme canonique des equations. 

On demon trerait comme dans le n° 138 : 

Que les V/ sont de I’ordre du carr^ des excentricil^s; 

2 ® Que les quantiles p/, It — Xo, sont des fonc- 

tions p6riodiqaes des 

3® Que F est d^veloppable par rapport aux puissances crois- 
santes de p, des Vi et des y/p/, les p^ etant eux-m^mes d^velop- 
pables suivant les puissances croissantes des V/; 

4^ Que F est une fonction p6riodique des de X 2 etX^; 

5® Que la valeur mojenne de F, consid^r^e comme fonction 
p^riodique des deux variables Is et est %ale a R el r\e depend 
que de A, A' et des V;. 
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Nous sommes done dans les conditions ou I’analyse da 135 
est applicable. 

Soil done 

F(A, AS 

ce que devienL la fonction F apr^s lechangement de variables; on 
pourra trouver une s^rie developpable suivant les puissances de p., 
safisfaisant formellement k I’^quation 

/ dS dS dS . ^ , \ ^ ^ 

et dependant de six constantes que j’appellerai A^, AJ,, VII, 

yo yo 

Nous arrivons ainsi aux m^mes conclusions que dans les 138 
et 140. 
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APPLICATION AUX ORBITES. 


Expos6 de la difficult^. 


142. II y a des cas ou I’application des methodes exposees dans 
le Chapitre precedent pent donner lieu a certaines diflicultes : ce 
sonL ceux ou les excentricit^s sont tres petites. Void comment on 
peut s'en rendre compte. 

Je crois que P^tuded’un exemple simple, beaucoup plus simple 
que n’est le Probl^me des trois Corps, sera de nature a mieux 
faire comprendre ces difficult^s. 

Soil done 

P r= A -t" [JL COS( (j) -H X ) [Jl A Q I 


u est un param^tre tres petit, A une constante, A, Q, X et a> deux 
paires de variables conjuguees. 

Considerons les equations canoniques 


(0 


I dA. ^ dF _ 
dt d\ ’ 


d(3i __ dF 
It 

do. _ dF 

dt dt3i^ 


Ces Equations sont tr^s faciles a int^grer completement, comme 
nous le verroQS plus loin. Mais je veux d’abord faire ressortir leur 
analogic avec les ^nations du Probleme des trois Corps. 

Nous avons vu, au n° 137, qu’aprfes un certain nombre de eban- 
genaents de variables, les equations de ce probleme pouvaient 6tre 
mises sous la forme canonique, les variables conjuguees etant 


A, A', p/^ 
Xi, Xj, 0)/, 
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De plus, F est developpable suivant les puissances de 
/^costOi, /pisincoi ei p 

p^riodique en et X' ; enfin Fo ne depend que de A et A'. La 
fonctionF, definieau commencement de cenum^ro, est tout a fait 
analogue ; la variable A joue le r6le de A et A', Q celui des p/, X celui 
de Xi etX', to celui des to^. On voit que F est developpable sui- 
vant les puissances de 

v/iicosa), /^sintw, 


et que, pour [jl = o, elle se reduit a A. 

L’analogie est done 4vidente. Supposons qif on veuille appliquer 
a cette Equation la methode des Chapitres precedents, e’est-a-dire 
chercher a int^grer Tequation aux derivees partielles 


(a) 


dk 




cos(a) 4 - \) 




= G, 


C etant une constanle d’integration. 11 s’agit de trouver une solu- 
tion de cette equation ( 2 ), qui soit developpable suivant les puis- 


sances de |jl, et telle que et ^ soient periodiques eii X et en to. 


Pour cela posons 


d\ ' 

CD X = <p ; 


I’^quation ( 2 ) devient, avec les variables nouvelles X et 'f, 


^ + pcoscp 




dS 




^G. 


Soit A une constante d’int^gration, et posons 
i-H pA = B, C — A = VB; 


nous satisferons a notre Equation en faisant 

dS ^ dS 2 cos^cp 4 B®V di apeosep cos^cp 4 - 4 B2V 

SX"" ^ ” 4B2 

La fonclion S ainsi d^finie satisfait bien a toutes les donn^es 
du probUme, k une condition toutefois, e’est que le radical 


cos2«p-i-4B2V 
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puisse ^tre d6veIopp^ suivant les puissances de p. Or ce develop- 
pemenl est possible, pourvu qiie 

[i.^<4B2|V| 

et il sera tres convergent si p- est tr^s petit, non seulement d^une 
maniere absolue, mais encore par rapport a V . 

Si nous voulons poursuivre la comparaison avec le Probl^mc 
des trois Corps, nous verrons que V represente une quantity ana- 
logue a celle que nous avons designee par dans le Cbapitre 
pr^c^dent; regardons-la done comme de I’ordre du carr^ des 
excentricites. 

Si p et V sont lous deux tres petits, on pourrait se proposer de 
d6velopper S suivant les puissances dc p el de V. Un pareil deve- 
loppement est impossible, car le radical 

csL seulement d^veloppable suivant les puissances de p (parce que 
B depend de p) et de 

li! 

Si done V est assez petit pour 6tre comparable a p^, la methode 
dll Cbapitre precedent cesse d’etre applicable. 

143. II est aise de voir qu’une difficulte analogue se pr^sente 
dans le Probleme des trois Corps. 

Reprenons, en efFet, ce probleme tel que nous Tavons pos^ dans 
le Cbapitre pr^eddent. Nos variables conjuguees sont 

A, A', Yi, 

'^21 

La fonction S qui satisfait formellement k notre Equation aux 
d^rivdes partielles 

F = const. 

et qui a et^ d^finie dans le Cbapitre pr^c^dent depend des con- 
stantes Ao, et V,'’ ; ces derni^res constantes V® seront en g^n^ral, 
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dans les applications des qiiantit^s tres pelites, de Tordre dii carre 
des excentricit^s. Nous pouvons alors poser 

Vr=:£2W?, 

£ etant une constante de Fordre des excentricit^s, et les Wf etant 
des constantes finies. Si nous regardons un instant les W)? comine 
donnas j S dependra encore de trois constantes arbitraires 


Ao, Aq et s. 


On pent se demander alors si S est developpable suivantles puis- 
sances de [JL et de s. 

S’il en etait ainsi, la solution expos^e dans le Chapilre prece- 
dent serait toujours satisfaisante quelque petit que soit £, c’esl- 
a-dire quelque petites que soient les excentricit^s. 

Mais il n’en est pas ainsi, comme nous aliens le voir et comme 
Fexemple du numero precedent permeltait deja de le prevoir. S est 

seulement developpable suivanl les puissances de ^ et de s. II en 

resulte que la methode n est plus applicable, si ^ n’est pas tres 

petit ; elle ne Test done pas, bien que les masses soient tres petites, 
si les excentricit^s sont du m^me ordre que les masses. 
Reprenons notre Equation 


F 


^ dS 
Cl'X 2 ofX 2 




que j’^crirai, pour abr%ei’, 


(4; F(S)=C. 

Nous avons vu au n" 139 que cette equation adniet une solution 
particuli^re que nous avons appel6e S; on aura done 


F(S) = C', 

C' ^tanl une constante. 

Posons maintenant 

S = S + 

il viendra 


( 3 ) 


F(S + e«s)= C. 
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Le premier membre de (3) sera developpable suivant les puis- 
sances de s; je dis de e et non de en effet, F contient des 
termes de degr6 impair par rapport aux y^p^. Or les qui sonl 
lies aux 


Ve 


^ ^ ds 
dvi dvi 


par les relations 



V,= 


dN, 


trouvees aux 138 et 141, sont developpables suivant les puis- 
sances de Vi, et, par consequent, de e^. Done les et par con- 
sequent F, seront developpables suivant les puissances de e. J’ob- 
serve de plus que, si e est de I’ordre des excentricites, s sera fini. 

En effet, quand e s’annule, S se r^duit k S. Or cette solution 
particuli^re S correspond, comme nous Favons vu, an cas oti les 
sont nuls. Dans les applications, les ne sont pas nuls, mais 
sont des quanlit6s tres petites de I’ordre du carre des excentri- 
cites. La difference S — S sera done de I’ordre du carre des excen- 
Iricites, e’est-a-dire de Tordre de s^. 

Faisons, pour abreger, 

F(S-t-£25)-F(2)=E2F*(0, 

il viendra en retranebant ( 2 ) de (3) 

(4) F*(5) = K, 

Q Ql 

K etant une nouvelle constante egale a — 

F*' sera developpable suivant les puissances croissantes de p, 
de sorte que 

F* sera d’ailleurs periodique en X 2 et en et j’appellerai R* la 
valeur moyenne de . 

Comme S est developpable suivant les puissances de jx, de sorte 
que 

^ ” 2() " 4 “ “T" |JL^ ^2 ”i— • - • 7 
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Fiil h s-5) sera egalemenl d^veloppable, de sorle que 
eL il est clair qne 


-Fo( 2 o-+-£^ 5), 




On aura done 


z^d — 

dl. 


dl,i 

d\^ 


d^Q 


t^d 


ds 

iK 


dl\ 


£2F5=Fo(2o + £25J_Fo(So), 

£2FJ= Fi(2o-h£25)-Fi(So)-T-4>,(s25)-<J>i(o). 


d^ dS 

Fo ne depend que de et de^^-; quand on aura subsLitue 

2 + £^5 a la place de S, Fq deviendra done developpable suivant 
les puissances de 


d’ou il r^sulte que 


-2 

d\-' 


ds 

cD\.'a 


4 )o(e 25 )— «J>o(o), 

ds 

sont divisibles par £^, et ne dependent d’ailleurs pas des Il 

resuUe d’abord de la que Fj est developpable suivant les puis- 
sances positives et croissantes de e~. 

Au contraire, comme le developpement de F^ conlient des 
iermes dii premier degre en y/p^, F, (Sq -f- e-^) sera developpable 
non pas suivant les puissances de e-, mais suivant celles de £* Le 
developpement de la difference 


Fi{So-i- — Fi(2o) 


commencera par im terme en e. 

D’ou cette consequence : Fj est developpable suivant les puis- 
sances croissantes de e, mais le developpement commence par un 

terme en - • 

£ 

Observons maintenant que F^ est une fonction periodique en X-j 
et X', et proposons-nous d’en determiner la valeur moyenne R*. 
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La valeur mojenne de F,(S) est par definition R(S); quand 
on y rernplacera S par 2o + £=“5, cette valeur moyenne ne changera 
pas el s’ecrira R(So +■ S'^)- Cela tient a ce que 

^Sq 

'5x1' 

se r^duisent respectivement a 


et ne d^pendenl pas de As et de si, au contraire, ces derivees 
dependaient periodiquement de Is et X', la valeur moycnne poui- 
rait ^tre modifiee par la substitution. 

D’autre part, la valeur mojenne 

f<I>l(£2^) — 4>iro)] = s2H 

ds 

ne ddpcnd ni des ni des puisque 0| (s^^) n’en dependaitpas 

lui-m4me; elle est d’ailleurs d^veloppable siiivant les puissances 
positives ct croissantes de 

De m^me, R(So-f-e-5) est developpable suivant les puissances 
positives et croissantes de parce que le d^veloppement pri- 
mitif de R suivant les puissances des (contrairement a ce qui 
se passait pourcelui de Fi) ne contenait pas de termes de degrd 
impair et en particulier de termes du premier degre. II vient done 

£2 R*=R(2o-+-£25)--R(So)-f-£2lI, 

de sorte que R* est developpable suivant les puissances positives 
et croissantes de 

Si done nous developpons s suivant les puissances croissantes 
de a, ainsi qu’il suit 

nous aurons, pour determiner les Sp, des formules de recurrence 
qiie les methodes des Chapitres pr^c^dents nous ont fournies. 

Comme >o) est une fonction pModique de \ et de 
j’dcrirai 

sp = 4 4 , 
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s'p etant une fonction pdriodique de valeur mojenDc nulle et 
s’p ^tant ind^pendant de \ et 
Nous pourrons toire alors 



I „ dR* ds’p., 


(5) ^ 

1 ► ^ 


j g dF^ dsp 

— Go* 




^p doit ddpendre de 

50i 


•3 ^^-13 


«// 

*3 ‘»i7-23 

et Qp de 


1 s'l, 4; •• 

•3 */>-!> 


^1, $2‘) •• 

• 3 ^p-i * 


La lettre S represente une sommation portant, soil sur les diverses 
paires de variables conjuguees V^- et c?/, soil sur les deux paires 
de variables conjugudes A et X 2 , A' et Xg. 

Les deux membres des relations (5) sont ddveloppables suivant 
les puissances croissantes de e; mais les premiers membres ne 
conliennent que des puissances positives, tandis que les seconds 
membres conliennent des puissances negatives. Avant qu’on ait 
remplacdj dans et 9^, les derivees de s'^ et de 5 " (^r </?) calcu- 
Ides anterieurement par recurrence, les developpements de ces 

deux fonctions contenaient ddja des termes en parce que le 

ddveloppement de F* en contient, comme nous Tavons vu plus 
haul. II en rdsulte que le develop pement de Sp^ suivant les puis- 
sances croissantes de e, doit commencer par une puissance negative 
de £. Si done, dans et 0^, on remplace les ddrivdes des et s'g 
par leurs ddveloppements, suivant les puissances de s, antdrieure- 
ment calculds, alors et 9^ seront encore ddveloppds suivant les 
puissances croissantes de e, mais le ddveloppemenl, an lieu de 

commencer par un terme en commencera par un terroe en 

n dtant un entier positif. 

L’exposant de ij dansle premier terme du ddveloppement de Spy 

ira done en croissant avec p, 

H. P, - IL 


6 
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II en r^sulle que, si les excentricit^s sont tr^s petites, on pourra 
craindre de voir apparaitre dans Sp des termes tres grands. C est 
une difficult^ qui, ainsi qu’on l^a vu, provient simplemenl de 

la presence de termes en i dans F*; et ces termes en 1 sont diis 
simplement a ce fait que F contenait des termes du premier degre 

par rapport aux \/pz ou encore par rapport ^ t), ^ elr\ , 

Voyons maintenant si cette difficulte, dontl’exemple du numero 
pr^c^dent nous aide II comprendre la nature, n est pas purement 
artificielle et si quelque ddtour ne nous permettra pas d’en 
triompher. 


Solution de la difficult^. 

144. Pour nous rendre compte de la maniere dont on peut 
triompher de la difficult^ que je viens de signaler, revenons k 
I’exemple tres particulier du n° 142. 

Posons 

/JHcosco = ^, smo) = 7 ; 

nos equations canoniques deviennent 

le syst^me d’ 4 quatioas est evidemment tr^s facile a int^grer, car 
les deux derniferes sont lin^aires et donnent imm^dialement, en 
observant que = cCk, 

( d? = a cosX -4- P cos(fJiAX) — Y sin(fiAX), 

(a) \ 

^ ' (7 = — a sinX -H p sin ({X AX) H- Y cos({xA X), 

oil 

a = p 

/2(H~ fxA) 

et ou p et Y sont deux constantes arbitraires. 

On n^a plus ensuite qu’une quadrature k efFectuer pour obtenir A, 
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et cette quadrature s’ex^cute sans peine. II vient, en effet, 

A = 0 -H Pacos(i 4- fJLA)X 4- ysc sin(i4- [xA)X, 

0 etant une nouvelle constante d’integration. 

Une solution particuliere remarquable correspond au cas ou ^ 
et Y sont nuls. II vient alors 

(3) a7==acosX, 7 = — asinX, 

d’ou 

A = a. 

Si Ton veut continuer la comparaison avec le Probleme des trois 
Corps, on pourra dire que cette solution particuliere (3) est Tana- 
logue des solutions periodiques de la premiere sorte definies au 
Ghapitre III. 

Les equations ( 2 ) nous donnent 

(a? — a cosX)2 4-(j)^ 4- asinX)2 = ps — ^2. 

Si ^ et / sont regardees pour un instant comme les coordonnees 
d’un point dans un plan, c’estla T^quation d’un cercle qui a pour 
centre le point 

^=:acosX, jK = ‘— asinX, 

qui correspondrait a la solution p^riodique (3). Ce point est voisin 
de I’origine, parce que jji et, par consequent, a sont petits; mais il 
diff^re n^anmoins de I’origine, et, si ,6 et y sont petits egalement, 
le rayon du cercle est petit et I’origine pent devenir tr^s excen- 
trique par rapport a ce cercle; elle pent m^me 6tre en dehors de 
ce cercle. 

Si nous passons aux coordonnees polaires 
y/JIi et 0 ), 

Tequation du cercle devient 

2Q — aa \/2lIcos(co 4 -X)= y® — a®. 

Comparons cette equation avec celle-ci, que Ton peut deduire 
ais^ment de T^quatlon ( 2 ) du n® 142 
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et d’ou nous avons 
lons-nous que 


d6duit, dans ce n'’ 142, la valeur de 


Cp = CO -f- Xj 




dS 

To’ ""PP®- 


Nous verrons que les deux equations sont identiques pourvu que 
I’on fasse 

^V = + 

d’ou il suit que la constante n’est autre chose que celle 

que nous avons appelde plus haul V et que nous avons regardee 
comme 4tant de I’ordre du carr6 des excentricites. Le rayon du 
cercle qui est + y- est done de I’ordre des excentricit^s et, s’il 
est de I’ordre de a, c’est-i-dlre de p., I’origine peul se trouver en 
dehors du cercle. 

Nous pouvons done dire que, si dans le n° 142 nous avons ren- 
contre la difficulte que j’ai signal^e, e’est parce que nous avions 
employe des esp^ces de coordonn^es polaires et parce que nous 
en avions mal choisi Torigine. Cette origine dolt 6tre prise au 
centre du cercle, e’est-a-dire au point qui correspond a la solu- 
tion p^riodique. 

Nous sommes done conduits a changer d’origine en posant 


a?' =£17 — acosX, y = jk- 1- asin X. 

Pour conserver aux Equations leur forme canonique, nous devons 
maintenant adopter une variable nouvelle M telle que 

A'= A — a(£r'cosX —7^ sin A). 

Nos variables conjuguees sont alors 

A', a7S 

A, y, 


La fonction F qui, par hypothese, ^tait egale a 
A “H {J. cos((i) H- X) -H [jlAQ. 
devient, en fonction des variables nouvelles. 
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Les deux derniers termes sont des constantes etne jouent aucun 
r61e puisqu’on peut les faire rentrerdans la constante C. 

Nos Equations difF^rentielles deviennent alors 




= \lXcc', 


et r^quation aux deriv^es parlielles correspondantes devient 


dS [jlA Y<^S\- 


Si Ton revient maintenant aux coordonn^es polaires en posant 
\/2l?cos(o' = /2l?siiia)^=y, 


il vient 


F = A^H” const*; 


et I’^quatlon aux d^rivees parlielles se r^duit a 

Grace k la simplicity de Fexemple que j’ai choisi, I’intygration 
de I’yqaation ainsi transformye est immediate ; mais le point impor- 
tant pour mon objet, c’est de faire observer que les termes qui 

seraien t analogues au terme en ^ ^ dans I’equation ( 2 ) du n° 142 

ont disparu. Or c’^tait de ce terme que provenait touie la diffi- 

culty. 


145. Essayons done d’appliquer la m^me mytbode au Probleme 
des trois Corps et d’abord dans le plan. 

Nous avons pris d’abord pour variables 

(A, A^ r, 

I X, r, r„ t)', 


A, A', tJ,-, 
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puis 

(3) 
puis 

(4) 


I A, A , p/, 

( 

{ A, A', V,. 

I ^2j ^2» 


Poursuivons notre comparaison et ne considdrons pour le mo- 
ment que les deux dernieres paires de variables conjuguees, en 
laissant de c6te les deux premieres paires, c’est-a-dire A et A' el 
leurs conjuguees. 

Nous pourrons dire alors que les variables (i) el ( 2 ) sont ana- 
logues a des coordonnees rectangulaires eties variables (3) eL(4) 
analogues a des coordonnees polaires. 

La difficulte que nous avons signal^e aun°143provient, comme 
on Fa vu, de la presence de termes de degrd | par rapport aux V;, 
provenant eux-raemes de termes du premier degre par rapport aux 
\/pi et de termes du premier degre en v], t]'. 

Si la function F ne contenait pas de pareils termes, nous n’au- 
rions pas rencontre cette difficulte. 

Mais, comme elle est tout a fait analogue a celle que nous avons 
signal^e au n° 142 el dont nous avons triomphe an n° 144, nous 
sommes conduits a penser que nous en viendrons a bout par les 
m^mes moyens, c’esl-a-dire par une transformation analogue a un 
changement d’origine. II faut remplacer les variables t], r/, 
par d’autres qui s’annulent pour les solutions p^riodiques de la 
premiere sorte ^tudi^es au n® 40, puisque ces solutions sont ana- 
logues a la solution p^riodique (3) du numero precMent. 

£tudions done ces solutions p^riodiques du n° 40. Nous avons 
vu que, pour ces solutions p^riodiques de la premiere sorte, 


I A', |cosX — 7) sinX, + ^ sinX 4 - cosX, 

( I'cosX'— Tj'sinX', 4 - I'sinX'-h tj'cosX' 

sont des fonctions p^riodiques du temps, et qu’il en est de m^me 
de sin(X — V), cos(X — X'). 

Nous pouvons aussi consid^rer les variables (5) comme des 
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fonctions p^riodiques de X — V et de deux constaates arbitraires 
que j’appellerai et A'. 

Soient done 


A = A, A.'=k', 5 = B, r=BS 7)=G, V=C' 

les Equations de ces solutions p^riodiques ; A, A', B, B', C et C' 
seront des fonctions de X, X', A< et A', periodiques par rapport 
a X et X'. Voici quelle est la forme de ces fonctions. A et A' ne 
dependent que de X — X', et on a 

B=: TcosX 4 -UsinX, B'= rcosX'+ U'sia)/, 

G = — TsinX H-UcosX, G' = — T'sinX' -h U^cosX', 

T, Uj T' et U' ne dependant que de X — X'. 

On d^duit de la facilement I’identit^ sulvante 

dB dC dB dC _ rr dT ,, dU 

dkdk' dV dl'^ ^ dil-V) ^ d{l^vy 

et, par sym^trie, 

dB’ da dB’ da _ cH’ , cOJ’ 

dk dk’ dk’ dk'~ ^ d{k — V) ^ t;(X-X'}‘ 

Cela pose, formons une fonction auxiliaire 

S = So-?iG-riG'+^B-hVB'4-?i7i + ?;7)', 



Ai, Aj, li, $ij 
Xl» Xj, TJi, TJj, 



au lieu de 
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A, A', ?, r. 

X, X', 7], Vj 


la forme canoniquedes equations ne sera pas altdr^e. II vient alors 


A== 
A' = 


Quand on fait 


dSo j. dC dC' dB , dB' 

dk “ dX dX dX dX ’ 

dSo , dG j, dC' dB , dB' 

dX' dX' dV dX' cCk'’ 

1)1 = T) — C, Tl’i = V — C', 

? =?i + B, |'=?1 + B'. 

$i = ?i = i1t = ill=o, 


?, r, et y\' se reduisent respectivement a B, B', C et C'. Je veux 
que A et A' se reduisent de leur c6t^ i A et A'. Gela entraine les 
conditions 


( 8 ) 


, p dB , dB' 
dX '3k' 

, p dB dB' 
dX' ~^~'^dX'~^ dT’ 


Ces deux Equations sont compatibles et d^terminent So, pourvu 
que les valeurs auxquelles elles conduisent pour les dmv^es de So 
satisfassent la condition d’integrabilit6 

_d /f^\_ 

dX'VdXy dX\dX'/~®’ 

Or cette condition s’^crit 


_ dC ^ cTC ^ ^ dB' dC' dB' _ 

dX' dX dX' dX dX dX' ^ dX ^ 


Si I’on tient compte des Equations (6) et si I’on observe que A, 
T et U ne dependent que de ^ il viendra 


dA_dA ^ 

dX dX dX 




ce qui veut dire que Ton doit avoir pour la solution p^riodique 


A + A'- 


T2 4-U2-4-T'2 + U'2 


2 


= const., 



c’est-a-dire 
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Ah- A'- 


2 


= const. 


Or, cette condition n’est autre chose que T^quation des aires, elle 
est done remplie. 

° La fonction So, definie par les equations (8), existe done. Ses 
d^riv^es^et 

de ces deux fonctions periodiques dependent seulement ^d^s deux 
constantes et A'. Comme nous n’avons jusqu'ici rien suppose 
au sujet du choix de ces deux constantes, nous pouvons les choisir 
de telle fagpn que ces valeurs moyennes soient precisement A^ 
et A' . 

On aura alors 

So = Ai X H- A'i X'h- fonction periodique en X et 

La fonction S est developpable suivant les puissances croissantes 
de |JL, et pour p. = 0 se r^uit a 

Ai X H- A J X'-h 7) H- 

Pour effectuer la transformation, cherchons a exprimer les 
variables anciennes en fonctions des nouvelles a Taide des Equa- 
tions (7). Nous avons d’abord 

(■>Q=^i‘4-G, 7)' = t/i H- C', 

puis, les deux premieres Equations (7) 

. dS clS 

Dans ces deux Equations, je remplace vi et V leurs valeurs (9), 
et alors elles peuvent s’Ecrire 

Xj = X H- X!^ = X^H- 

tj; et Etant des fonctions de p, X, X', 5 ^, yii, Vp ^15 K 
forme suivante : 

1° Elles sont dEveloppables suivant les puissances de p. 


dS 


sont pEriodiques en X etX'. Les valeurs moyennes 
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2° Elies sont periodiques en 1 et V. 

3 ° Elies sont Im^aires en ti' . 

De ces Equations on pent alors d^duire, par application des 
principes du Chapitre II, dont nous avons fait un si frequent usage, 

X = Xi -I- (^4*1* = xi -4- , 

et etant des fonctions de Xi, A|, 7]4 et des m^mes lettres 

accentuees, qiii sont 

Developpables suivant les puissances de p, i,, rn, y]'. 

2° Periodiques en ’k\ et V, . 

Substituons dans les equations (9) ces valeurs de \ et de V; 
nous aurons les I et les v) en fonctions des variables nouvelJes. J’ob- 
serve que les ^ et les tq, exprimes de la sorte sont developpables 
suivant les puissances de [x, des et des7]^, et periodiques en 
et ; de plus, pour [x = 05 ? etvi se reduisent a et7)i. 

Si, dans les deux equations, 


A = 


dS 

3 X’ 


A' = 


d\' 


on substitiie maintenant, a la place des \ des ? et des ri, leurs 
expressions en fonctions des variables nouvelles, on aura A et A' 
exprim^s en fonctions des A^, des 7 ^^, des et des ti,, periodiques 
enlki et X', developpables suivant les puissances de [x, des el 
des 7]^, et se reduisant pour pt == 0 a A^ et A' . 

Que devient maintenant F quand on adopte les variables nou- 
velles? II est clair que F sera encore developpable suivant les puis- 
sances de [X, des el des7J^ et p^riodique cn ^4 etX'. 

Soit 

F = Fo-{-fJiFi-h {x^Fg-f-... 

le d^veloppement de F suivant les puissances de [x quand on 
adopte les variables anciennes et soit de m^me 

F=:F'o-f- fxF'H-fxSF'g-f-... 

le d^veloppement de F quand on adopte les variables nouvelles. 

II est clair d’abord que, pour obtenir F^, il suffit de remplacer 
dans Fo, A et A' par A4 et A'. 

Calculons F'^ . 
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Soil F" ce qu’oa oblient en remplagant dans chaque variable 
ancienne par la variable noavelle correspondante, c’est-a-dire A 
par , 1 par ? par , etc. 

Soil 

A = Aj -+• [i-A^ H— • • • j 
A = Aj — H P'Ag “H . . • 


le dcveloppement de A el de A! suivant les puissances de p. II est 
clair que 


F'=:Fi- 




Calculous A 2 . On trouve aisement 


^ dC y. dC dB 


dl 


dT/ 


Done, pour obtenir A 2 , il faut dans I’expression 

A — Ai j dOJ , dB‘ 

(ji \i.dk (T^X ’ 

il faut, dis-je, faire p = 0 et par consequent X = X, , )/= )/, . Done 
As (et il en est de m^me de A^) est une fonction pdriodique des \{ , 
lin^aire des et des v), et sa valeur moyenne (par rapport a 
et \\) ne depend ni des ni des 7l^ . 

Done F' sera p^riodique en et X' . Soil R' sa valeur inojenne, 
R' celle de F'j. On obtiendra W en remplagant dans R chaque 
variable ancienne par la variable noavelle correspondante, et R' 
ne diff^rera de R' que par une quanlite ind^pendante des et 
des 

Nous avons vu au Chapitre X quelle est Timportance des equa- 
tions 

< 3 ^ d7\ __ ^ 

dt ^ dri^ dt d^ 

pourl’^tude des variations s^culaires des ^l^ments. Apres le chan- 
gement de variables que nous venons de faire, elles seraient rem- 
plac^es par les suivantes 
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Mais, d’apr^s ce qae nous venons de voir, les deux systemes 
d’eqaations sont identiques, et le second ne differe du premier 
que parce que les lettres sont affect^es d’indices. 

Jusqu’ici il semble que la transformation que nous avons faite 
n’ait rien change a la forme de nos Equations; j’arrive enfin k ce 
qui doit en mettre les avantages en evidence. 

Voyons d’abord ce que deviennent les Equations de nos solu- 
tions pdriodiques de la premiere sorte avec nos nouvelles variables. 
Grace au choix de notre fonction auxiliaire S, elles s’^criront 

= 7)1 = = 0, Ai = coast.; A' = const. 

Enfm, et seronl des fonctions donndes du temps, des deux 
constantes et A' et de deux nouvelles constanLes arbitraires. 

II petit y avoir quelque interet, bien que cela ne soit pas n^ces- 
saire pour notre objet, de voir comment li et X' dependent de ces 
deux constantes que j’appellcrai a et p; nous aurons 

= a -H p(i? -4- Pj a, A'i)j X'l a H- -4- P, Ai, A'j), 

cj) et ^tant deux fonctions de P, A^, A^ qui, quand P 
augmente d’une certalne consiante y dependant de A^ et A' , aug- 
mentent elles-m^raes d’une certaine constante 8 (la m^me pour cp 
et pour qui depend aussi de Aj et A^^ . La premiere de ces deux 
constantes y est la p^riode de la solution pdriodique envisag^e et 
la seconde S est Tangle dont tonrne le systeme des Irois corps 
pendant la dur^e d’une p6riode. 

Je ne veux retenir de tout cela qu’une chose : 

Si 7 ) I, \\ et 7)' sont nuls k Torigine des temps, la solution 
est periodique de la premiere sorte et ces quatre variables 5^ *^1 ? 

et 7i' resteront toujours nulles. 


Or, nous avons les Equations 

differentielles 

dh 

dF 

dF 

dt 

d-rn’ 

dt dri\ 

dyi\ _ 

dP 

dri\ dF 

dt 

dit’ 

dt ““ 


II faiit done que les quatre deriv^es 
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s’annulent a la fois quand les quatre variables 

nu -n'l 

s’annulent k la fois, c’est-a-dire que F ne contienne pas de termes 
du premier degr6 par rapport a ces quatre variables. 

Ainsi I’expression de F en fonction des variables nouvelles a la 
m^me forme que I’expression de F en fonction des variables an- 
ciennes; la seule diff<5rence, c’est qubl n’y a pas de termes du 
premier degre par rapport a tandis qn’il j avail des 

termes du premier degr^ par rapport aux quatre variables ancienues 
correspondantes et Or, c’etaient ces termes du premier 

degr^ qui cr^aient toute la difficult^; cette difficult^ a done dis- 
paru avec eux. 

II en est de m4me si, au lieu du Probl^me des trois Corps dans 
le plan, on a a trailer le Probldme des trois Corps dans I’espace. 
Si, en elFet, on cboisit comme variables 

Pi Pi 

h, v)i, r/i, q, q\ 

F ne conliendra pas de terme du premier degrd par rapport aux 
aux Tji, aux p et aux q. 
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146. Dans le Giiapitre IX, nous avons reconnu que les 6qua- 
tions canoniques 

^ 

dt “ dyi^ dt dxi 

peuvent etre satisfaites formellement par des series de la forme 
suivante 

( Xi = xl H-* H- + . . . , 

(^) 1 o 2 

ou les x] et les y] sont des fonctions periodiques des quantiles 

cvj = ^ -h w/, (f = I, 2, . , w) 

et sonL repr^sentees par des series ordonn^es suivant les sinus et 
cosinus des multiples des de fagon que I’on ait 

(3) ^f(OD^f) = Ao+E A COS(/?^lWI^-7?^2 »'«’+' -^0' 

La valeur moyenne Aq de ces fonctions periodiques peut d’ailleurs 
^tre choisie arbitrairement. 

II s'ag^it maintenant de reconnaitre si ces series sont conver- 
gentes, Mais la question se subdmse; on peut demander en effet : 

I** Si les series partielles (3) sont convergentes, et si la conver- 
gence est absolue et uniforme. 

2 ^ Eu admettant qu’elles ne convergent pas absolument, si Ton 
peut grouper les tennes de fagon a obtenir des series semi-con- 
vergentes. 

3^^ En admettant que les series (3) convergent, si les series ( 2 ) 
convergeront et si la convergence sera uniforme. 
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DiseussioR des series (3). 


147. Rappelons de quelle inaniere nous avons obtenu les 
series (3). Nous sommes arrives a des equations de la forme sui- 
vante 

dx^ 

^ = S B cos ( Wlj -{— TTlg ^ n 

[equations ( 12 ) du n° 127] et nous en avons tire 


(3 his") 



B sin(mitvi 4 - 

min\ 4 - -i-. , 


.H- rrinv^n'^h) 
. -T- nin n% 


4- Ao) 


Ao etant une constante arbitraire. 

La serie (3 bis) converge-t-elle absolument et uniformement? 
S’il en ^tait ainsi, la somme de cette serie devrait rester finie pour 
toutes les valours du temps. Or, j’ai d^montr^, dans le Bulletin 
astronomique (t. I, p. 824 )^ que la somme des Lermes d’une 
pareille s4rie ne pouvait constamment rester infdrieure a la moiti^ 
d’un quelconque de ses coefficients. 

Done, pour que la s^rie (3 bis) converge uniformement, il faut 
que la valeur absolue du coefficient 

B 

nil 7i5 -1- 7^2 4- . . . 4 - JUn TlJl 

soit limit^e. 

Supposons, pour fixer les id^es, deux degres de liberte seule- 
ment et soit nj=7?, = — i; la s6rie (3 bis) devient 




B/n,7y?. sin(7?Zit»>i4- + 

/?ll n — 7712 


et la valeur absolue des coefficients 


doit ^tre limitee. 

II est clair d’abord que cela ne peut pas avoir lieu pour les 
valeurs commensurables de a moins que soit nul toutes 

les fois que 
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Nous sommes done conduits a nous occuper du cas ou n est 
incommensurable et envisager sp^cialement ceux des diviseurs 
rri^n — qui correspondent aux reduites successives de n. 

Je dis d’abord que, quelle que soil la serie des nombres 
on peut trouver iin nombre incommensurable n (aussi voisin que 
Ton veul d’un nombre donne) el qui soil tel que la valeur absolue 
des coefficients (4) ue soil pas limitee. 

Soient, en effet, 

CCl flCo 

h’ p 


les reduites successives de n. 
Soient 

Xi, X2, 


line suite quelconque de nombres positifs indefiniment croissants. 
Je dis qu’on peut toujours choisir le nombre de telle fagon que 


( 5 ) 


B 


> 


Nous avons, en effet, d’apres la definition des reduites, 
ap-i-i = pp+i = Pp- 1 4- ppap-i-i, 


c(p+i etant un enlier positif que nous pouvons choisir arbitraire- 
ment, sans alterer en rien les p premieres reduites 
On a, d’ autre part, 


l< 


Pp-i H- ppap+i 


Nous pouvons done choisir ^eatie^*a;,+^, de telle fagon que la 
valeur absolue de n — oLp soil aussi petite que nous le voudrons, 
et, par consequent, de fagon a satisfaire a Tinegaliie (5), quels que 
soient les nombres et 

Comme les nombres "kp sont assujetlis seulement h etre indefi- 
niment croissants, nous pouvons choisir arbitrairement les q pre- 
miers de ces nombres (quel que soit q)^ et par consequent les q 
premieres reduites; le nombre n peut done etre aussi voisin que 
Ton veut d’un nombre quelconque donne. 

En revanche, on peut souvent trouver un nombre n tel cfue la 
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s^rie (3 bis) soil convergente; supposons, en cfTet, que la seric 




converge et, ce qui arrivera d’ordinaire, de telle facon que I’oii ait, 
pour toutes les valeurs de nii etde 

(()) |B,„,^J<K2£KlpW, 


K ^tant un nombre posilif quelconque, et a et p deux nombres 
posilifs plus petits que i. 

Prenons n = p elcj etant deux entiers premiers entre eux 
et tels que pq ne soit pas carre parfait. J1 vient alors 


I 

nil n — 


nil -I- ^^^2 


mjn-- 


- m\ 


{lYiin. ^ mi)q I 


pm{ — qin^ 


: q{\mi\n^\mi\). 


d’ou 


m, &in ( nti -h nu_ W i h ) 
min — 


Kq {\mi\n-\-\mi\) a!"^il pi"**!. 


ce qui prouve que la s^rie (3 bis) converge. 

Mais on peut evidemment choisir les entiers p et y, de telle 

sorte que = /z soit aussi voisin que Ton veut d’un nombre 

quelconque donne. 

Nous somcnes done conduits aii resultat suivant, que j enonce 
en I’etendant tout de suite au cas general. 

Soient K- un nombre positif quelconque, tz-i, * • • •> des 
nombres positifs plus petits que i. 

Je suppose que Ton ait une inegalit6 analogue a (6), et que 

i’ecrirai 


e’est ce qui arrivera d’ordinaire. 

Dans ce cas, on pourra choisir les nombres 

de telle sorte : 

I Qu ’ils soient aussi voisins que Ton veut de n nombres donnes , 
II. P --II. 7 
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el en rn6me temps qne la serie (3 bis) ne converge pas uniforjn6- 
ment; 

Mais on poiirra les choisir dgalemenl de telle sorle qu ils 
soient encore aussi Yoisins qae Ton vent des m4mes n nombres 
donnes, el qne la s^rie (3 bis) converge uniformement. 

On congoit aisement Fimportance de cette remarque. En elTet, 
les observations, quelle qne soil d’ailleiirs leur precision, ne peu- 
venl faire connaitre les mojens mouvements qu’avec une certaine 
approximation. On pourra done toujonrs, en resLant dans les 
liinites de cette approximation, s’arranger de fagon que les se- 
ries (3 bis) convergent. 

D’an autre c6te, on peut se demander s’il pent se faire que les 
series (3 bis) convergent pour les valeurs des constanles d’inte- 
gration comprises dans un certain intervalle (on se rappellc 
que les dependent des x]). D’apr^s ce que nous venons de voir, 
cela ne serait possible que si la s6rie 

2 B COS( /?2.i 1 -f- . . . -H TlflnW fi -f- A ) 

ne conlenait qu’un nombre limits de lermes, e’est-a-dire si, dans 
la fonction 

F = Fo-f- [xFi-f- 


chacune des fonctions Fo, » . dans son developpcment sui- 
vant les sinus et les cosinus des multiples des jk? ne contenait qu’un 
nombre fini de lermes. 

II n’en sera pas ainsi en general, etla fonction F^ , par exemple, 
sera une s^rie d’une infinite de termes. Mais, dans la pratique, on 
dirigera le calcul de fagon a etreramene au cas oil les fonctions F^ 
n’ont qu’im nombre fini de termes. En effet, la s^rie F^ etant con- 
vergente, tons les termes, a Fexception d’un nombre fini d’entre 
eux sont exlremeinent petits. 11 serait done sans inter^t d’en tenir 
compte d^s la premiere approximation. 

Voici done ce qu’on sera conduit k faire : dans la s^rie F^, tons 
les termes, sauf un nombre fini d’entre eux, pourront ^tre regardds 
comme du m^me ordre de grandeur que pi; mais il y en aura qui 
seront du m^me ordre de grandeur que d’autres, plus petits 
encore, qui seront du m^me ordre de grandeur que p^, etc. Dans 
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les autres series Fo, F;,, on irouvera de meme des termes de ces 
divers ordres de grandeur. 

Nous pourrons done ecrire en general 

~ Ff -f- Fi.2 -f* • ■ • ) 

F/.^ representant ceux des termes des qui peuvent ^Ire regardes 
comme du meme ordre de grandeur que Ces termes sont cn 
nombre fini. Cette maniere de decomposer F^ comporte evidem- 
ment un assez grand degr4 d’arbitrairc. 

Soit mainienant pi' une quantile qui soil du m^me ordre de 
grandeur que et posons 

Tous les termes de seront finis el nous pourrons ecrire 

Grace a cet artifice, F depend maintenant de deux parametres, 
et ne contient qu’un nombre fini de termes. Comme les deux 
parametres p, et sont du ra^me ordre de grandeur, nous ferons 
[jL = et nous aurons 

F = Sg'^^/,, 

ue contenant qu’un nombre fini de termes. 

Cet artifice, que j’ai peut-etre expose im peu longuement, mais 
dont I’application peut se faire tr^s rapidement, montre que dans 
la pratique on pourra toujours se supposer ramene au cas ou cha- 
cune des fonctions F/ ne contient qu’un nombre fini de termes. 


Discussion des series (*2). 

148. La question de la convergence des series (3) 6tant ainsi 
tranchee, il y a lieu de se demander si les series ( 2 ) convergent. 

Mais cette question se subdivise. 

Les series ( 2 ) dependent, en effet, de p, et des constantes d’int^- 
gration On peut done se demander : 

Si les series ( 2 ) convergent uniform^ment pour toutes les 
valeurs de pi et des os] comprises dans un certain intervalle. 

2 ® Si les series ( 2 ) convergent uniform^ment pour les valeurs 
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suffisainment petites de p quand on donne aux des valeurs con- 
venableinent choisies. 

A la premiere question on doit r^pondre n^galivement. 

En effete supposons quo les series (a) convergent uniform^ment 
et ecrivons-les sous la forme suivante 

I yi — 

<Oi et ^lant des fonctions developpables siiivant les puissances 
croissantes de p, et p^riodiques par rapport aux dependant 
d’ailleiirs des d’une maniere quelconqne. 

R^solvons les Equations (7) par rapport aux et aux Wi. On 
pourra tirer de ces Equations les x^ et les Wi sous la forme de 
series ordonnees suivantles puissances de p et donl les coefficients 
dependent des Xi et des 

II est facile de s’en assurer; on n’a, en effet, pour voir que le 
theoreme du n° 30 est applicable, qu’a remarquer que, pour p = o, 
les equations se r^duisent a 

et que le determinant fonctionnel des premiers membres est egai 
a I . On n'a d’ailleurs qu’a appliquerla formule de Lagrange gene- 
ralis^e. 

On trouve ainsi 

(8) [X©; (/A; (A), 

(9i (x), 

% dtant des fonctions developpables suivant les puissances 
de p, uniformes par rapport aux x el aux y et periodiques par 
rapport aux y, 

Les equations (8) definissent ainsi n integrales uniformes de 
nos equations d i Her en tie lies. 

D’lin autre c6te, nous avons pose 

Wi = riit-h nsi, 

et les coefficients iii ainsi definis dependent de p et des ; si ces 
quantites peuvent varier entre certaines limites, on pourra en dis- 
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poser de fa^on que les coefficients jii soient commensurables 
enLre enx. 

Dans ce cas, on pourra trouver un nombre T, tel que les /i/f 
soient des multiples de aTc. Par consequent, quand on donnera 
a [X el aux ces valeurs particulieres, les equations (7) repre- 
senteront une solution periodique de periode T. L’ existence de n 
integrales uniformes nous forcerait^ conclure que n + 1 des expo- 
sants caracteristiques relatifs a cette solution periodique sont nuls. 
Mais il y a plus. 

Les sdries (7), par hypothese, doivent satisfaire aux equations 
differentielles 

dxj __ dyi _ 

^ ' dl ~~ dji ’ dt dxi 

IVous avons vu qu’en donnant aux n constantes d’integralion cer- 
taines valeurs particulieres, les sdries (7) representent une solu- 
tion periodique de ces equations. Pour achever de determiner 
celle solution, nous donnerons egalement aux n constantes d’ inte- 
gration TSk certaines valeurs particulieres. 

Soil 


(10) 

la solution periodique ainsi obtenue. Posons 

et formons les equations aux variations des equations (i) {Cf. 
n® 83 ). Les series (7) devant satisfaire aux equations differen- 
tielles, quelles que soient les constantes xl et on obtiendra 
2/^ solutions particulieres lineairementindependantes de nos equa- 
tions aux variations en faisant 



et 0^1 ilk 


(i, ^ = I, 2, n). 
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Dans les fonclions 

d^t d^i 

dwp^ dx'k dwp’' dx)! 

les constantes x\ eL Wk doivent etre remplacees par les valeurs qni 
correspondent a la solution periodiqiie (lo); les fonctions (i i) 
deviennent ainsl pdriodiqiies en t, 

II en resulte qnc les o.ri exposants caracteristiques sont nuls. 
Or nous savons qu’il n’en est pas ainsi en general. 

Done, en general, les series ( 2 ) ne convergeront pas uniformd- 
ment quand ]x et les varieront dans iin certain intervalle. 

c. Q. F. D. 

149. II nous reste a trailer la deuxieme question; on peut 
encore, en effet, se demander si ces series ne pourraient pas con- 
verger pour les pelites vaJeurs de [a, quand on atlribue aux 
certaines valeurs convenabiement chioisies. 

Ici nous devons distinguer deux cas. 

En g^n^ral, les iii dependent non seulement des , mais encore 
dc [A et sont ddveloppables suivant les puissances de [x. 

Nous avons vu, en outre, que Ton peut choisir arbitrairement 
les valeurs moyennes des fonctions et nous avons vu, de 
plus, que I’on peut choisir ces valeurs moyennes de fagon que 
Ton ait 

71 / = Jli , 

Jli — 71^ = ... ^ Tif ~ ... = Oj 

e’est-a-dire que les fii ne dependent plus de p. 

Nous pouvons done distinguer le cas ou les dependent de [jl 
et celui ou les ni ne dependent pas de [x. 

Supposons d’abord que les Jii dependent de [a et en m^me temps 
qu’il n’y ait que 2 degr^s de liberty. 

Soil alors 

= 715 pLTl} -1- fJL2 7lf -h. . . , — Wit 

7Z2=/Z.5-HjX72|H-|JL2n5-h,.., ^2 = 

D'autre part, et devraient ^tre d6veloppables sui- 
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vanl les puissances de p. et de Lelle sorte qne 
yo — (^2 soient periodiques en et ppo. 

Cela devrait avoir lieu pour les valeurs suffisamment petites 
de p.. Or, parmi les valeurs de p. inferieures a une certaine llmite, 

on pent Loujours en trouver de telles que le rapport ^ soil com- 
mensurable, puisque ce rapport esl une fonction continue de p. 

Or, si le rapport ^ est commensurable, les series ( 2 ) represen- 

tent une solution periodique des equations (i) et cela, quelles 
que soient les deux constantes integration et t^o. 

Si les series ( 2 ) convergeaient, a cette valeiir commensurable 

de ~ correspondrait une double infinite de solutions periodiques 
des equations ( 1 ). 

Or nous avons vu au n® 42 que cela ne peut avoir lieu que dans 
des cas tr^s particuliers. 

II scmble done permis de conclure que les series ( 2 ) ne conver- 
gent pas. 

Toutefois le raisonnement qui precede ne suffit pas pouretablir 
ce point avec une rigueur complete. 

En eflfet, ce que nous avons d6montre au n^^ 42, e’est qu’il ne 
peut pas arriver que, pour toutes les valeurs de p. inferieures a une 
certaine limitc, il y ait une double infinite de solutions periodi- 
ques, et il nous suffirait ici que cette double infinite existat pour 
une valeur de jjl determinee, dififerente de o et generalement tres 
petite. 

Ainsi nous aurions une infinite de solutions periodiques pour 
p.= o et pour pL=pLo, et nous n’en aurions qu’un nombre fini 
(en ne regardant pas comme distinctes les solutions qu’on deduit 
les unes des autres en changeant i en ^ -1- li) pour les valeurs de pi 
comprises entre o et pio. 

11 est tr^s invraisemblable qu’il en soit ainsi, et cela suffit deja 
pour rendre fort improbable la convergence des series ( 2 ). 

Mats il y a plus ; il n’y aurait d’inleret a cons ta ter la conver- 
gence des series ( 2 ) que si cette convergence avaitlieu pour une 
infinite de systemes de valeurs des constantes de fagon qu’on 
puisse loujours trouver un de ces systemes qui differe aussi pen 
que I’on veut d’un systeme de valeurs quelconque donni de ces 
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memes coastanLes. Or si iin pareil fait se presentait, iJ y aiirait une 
infinite de valeurs de (jl ponr lesquelles les solutions periodiques 

^qai correspondent k une valenr commensurable donnee dii rap- 
port sont en nombre infini. 

On pourrait d’ailleurs trouver une infinite de pareilles valeurs 
de p. dans tout intervalle, si petit qu’il soit, pourvu qu’il soil assez 
voisin de o. Les exposants caracteristiqnes devraient 6lre nuls 
pour toutes ces valeurs dc p {Cf, Si), et comme ccs exposants 
sont des fonctions continues de p. {Cf, n'* 74) ils devraient ^tre 
identiquement nuls. 

Nous avons vu qu’il n’en est pas ainsl en general, etnons dcvons 
done conclurc qne la convergence des sdries (ti), en admettant 
qu’elle se produise pour certains system es dc valeurs des ne 
pourra pas a’voirlieu pour une infinite de ces systemes. 

C’est une raison de plus de regarder comme invraisem Liable 
dans tons les cas la convergence des series (2) ; car on ne voit pas 
bien ce qui distinguerait des autres les valeurs des x® pour les- 
quelles cette convergence aurait lieu. 

On pent enfin se demander ce qui arriverait si Ton cboisissail 
les valeurs moyennes des fonctions et tj^/de telle sorle que 


nj =rz nj ~ — nf ^ = 0 . 


Daus ce cas, les /^^ ne dependent plus de p, mais seulement 
des 

Ne peut-il pas arriver que les series ( 2 ) convergent quand on 
donne aux certaines valeurs convenablement choisies ? 

Supposons, pour simplifier, qu’il j ait deux degr^s de liberty; 
les series ne pourraient-elles pas, par exemple, converger quand 

et ont 4t^ choisis de telle sorte que le rapport — soil incom- 
mensurable, et que son carr^ soil au contraire commensurable 
(ou quand le rapport ^ est assujetti a une autre condition ana- 
logue a celle que je viens d’enoncer un peu au hasard)? 

Les raisonnements de ce Chapitre nc me permeltent pas d’af- 
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firmer que ce fait ne se presentera pas. Tout ce qu’il m’est permis 
de dire, c’est qu’il est fort invraisemblable. 


ComparaisoiL avec les m^thodes anciennes. 

ISO. Je n’ajouterai qu’un mot : quel est, a defaut d’uD moyen 
d’assurer la convergence des scries, le meilleur choix k faire des 
valeurs moyennes des xf et des yf ? Je crois qu’il convient de 
choisir ces valeurs moyennes de telle facon que les et lesyf 
(k partir de xl et dey^^) s’annulent pour i = o, de telle facon que 
les x^ representent les valeurs initiales des Xi et les Wi les valeurs 
initiales des y^. 

Si ensuite, on considere les series ainsi obtenues 

/ y, •= [xyl -H p.2y2 

les les iVi et les yf d^pendront de [jl; si I’on developpe ces 
quantit^s suivant les puissances de jx, puis qu’on ordonne suivant 
les puissances crolssantes de u les seconds membres des equa- 
tions (i), on obtiendrale developpement selon les puissances de p. 
de celle des solutions particulieres de nos Equations diEf^rentielles 
qui admet et Wi pour valeurs initiales des Xi et des y^. 

On sail que ce developpement esl convergent pour les valeurs 
de t suffisamment petiles. 

Soil 


( a?, = a?]’ -4- -+- fx2|f -4-. . 

f 2 ) 

( y, = n°t + nsi ( xt ; ‘ 4 - 

les el les •/)? sent des fonctions du temps non pdriodiques, mais 
ne df^pendent plus de ix; de plus, ces fonctions s'annulenl de 
mSme que les xf et les yf pour t — o. 

De la faQon dont nous venons de d^duire le developpement (2) 
du developpement (i), il est permis de tirer quelques consequences 
au sujet de la forme du developpement (2). 

Ainsi , pour obtenir , il suffit de faire p. = o dans 1 ’ expression 
de ir). Rappelons comment x- depend de p.; xj est une fonction 



CUAPITRK Xin. 


io 6 

p^riodique des quantiles que nous avons appel^es 


et Ton a d’ailleurs 


• • • t 


Wi=:z Jilt T!T/. 


issi constante d’int^gration et Hi depend de u; si done on 

fait p. = o, rti se r4duit a n®, puisqu^on a 

71^ = nt -h \Lnl -h H- 

Par consequent, Wi se r^duit k /if ^ -h et reste une fonction 
periodique des quantites /if ^ + w/. 

Done ne coniient pas de terme seculaire. 

Pour obtenir , 11 suffit de faire [i. == o dans 


dOG\ 

d\L 


En raisonnant comme nous venons de le faire, on verrait qu’en 
faisant p = o dans x] on n’y introduit pas de terme seculaire. On 
a, d’ autre part, 

dxl ___ drik dx\ 

"SjT ^ d]x dwk 


ou, pour [JL =0 


d^\ dooi 


dw\ 


On volt ainsi que I’expression de contienL des termes s^cu- 

laires, mais il faut faire une distinction; j’appellerai termes s^cu- 
laires mixtes les termes de la forme 


iPsina^ ou tPoosat^ 

et termes s^culaires purs les termes de la forme tP, 

Je puis ^crire 

dos^ 

S/ii, == Ao-hS Aasinai -h SBaCOSa^. 

En effet, le premier membre est une fonction periodique des w el 
pour p. = o, on a «^£=:/zf^ + Tnf. Si Aq est nul, Texpression if ne 
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contient pas de termes seculaires purs, mais peut contenir des 
termes seculaires mixtes. Si Aq n’est pas nul, Texpression con- 
tient des termes seculaires purs. 

ll est un cas ou Ao est certainement nul, c’est celui ou ancuue 
des quantiles n’est nulle, et oiiil n’y a entre les ;?“ aucune rela- 
tion lineaire a coefficients entiers (cas dii n° 125). En effel, on a 
alors 



en designant par [U] la valeur moyenne d’une function mojenne 
d’une fonction periodique U de Wi, ppo, . . . , 

Mais void un autre cas ou Ao est encore nul. 

Je suppose que 

7lS= = 710 = 0, 

et que, d’autre part, le rapport de a n\ soil incommensurable. 
Posons 

cg} = 2C sin(/ni«c^i'4- . .-+■ mn^n-r h), 

rrii, /72o, . . ., rrifi etant des entiers etC et k des conslantes quel- 
conques. 

Telle est, en eflfet, la forme du d^veloppement de puisque 
cette fonction est periodique par rapport aux (v. 

11 vient alors 


7 —^ •= SGS cos(m, flP'iH- 7 ?^ 2 ^pJ -h. . .4- rrinWn-^ h), 
cLWk 


ou 


S = S 71 J. 772 a-. 


Pour [Ji =0, il vient 


ou 


^ 't' ^ 

S7i 1^ = SGS cos(a«4-p), 
dwk 

a = 772t77{-+- m^n\^ P = TniGJj-f- 7722^2 4-* • -H- 


D’apr^s les hypotheses faites plus haul a ne peut ^tre nul que si 
= /TZo == 0 . II vient done 


Ao = 11GS cosP, 

la sommation s’etendant k tous les termes tels que == /na = 0 . 
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Soil inainlenant 


Fi = S D cos ( miy^i -f- -h . . . -f- mnya k ), 

D et k etant des fonclions de x^j x^j - * * » Telle doit etre la 
forme dela fonction F, qui est periodique par rapport aiixj. 

Soit Do et ko ce que devieanentD et/c quand on y remplace 
par Soit 

F5 = SDoCOs(7ni -{- /7Z2 “l- • • • + ^o) 

ce que devient quaiid on y remplace Xi par x^^ etji par (sp/. La 
fonction xl sera definie par I’equation 


d’ou 


S4 


dxl __ 

dwk "" dWi 




Dq/Wz 


■ JUinl 


cos(mi«»i H- 7^2 (^2 -f-. . .-1“ rrifi^n-^ ka), 


d’od 


G- 


Dq /W/ 

//ii n\ m^n\ * 


h=rko. 


Si / = I on a, C s’annule quand on a 7 ?^^ ™ 77Z2 = o et Aq est nuL 
Done et contiendront des lermes seculaires mixtes, mais ne 
('ontiendront pas de termes seculaires purs. 

Au contraire les expressions 

ti £2 £2 

j ?4> • • * J 


pourront contenir des termes seculaires purs. 

Appliquons cela au Probleme des trois Corps. 

Reprenonsles series du n® 140. 

Les TiJ sont mils, a I’exception de n\ et 

Developpons les quanlites A et V| suivant les puissances crois- 
santes de p.; il viendra 

A = Ao-+-fxA0-f-{i*A0-+-..., 

A' = AJ -f- P-A-Q-f- p.2 A04-. . . , 
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les Aq et les V'/ sont des fonctions dc t independantes de p et 
s’annulanL avec t. 

D’apr^s les considerations qni precedent, les ne contien- 

dront pas de lerme seculaire; c’est le iheor^me de Lagrange sur 
I’invariabilit^ des grands axes quand on neglige les carres des 
masses. 

Les Aq contiendront des termes seciilaires mixtes, mais pas 

de terme seculaire pur; c’est le theoreme de Poisson sur I’invaria- 
bilite des grands axes quand on neglige les cubes des masses. 

Les ne contiendront pas de termes seculaires, mais les V'/ 
contiendront des termes seculaires, tant purs que mixtes. 

Revenons au cas ou les sont tous differents de 0 et ne soni 
li^s par aucunc relation lin^aire a coefficients entiers. On a alors 


>A A I 


pour \x = o. 


On verrait comme plus liaut que ne donne pas de lerme sdcii- 
laire et que ^ ne donne pas de lerme seculaire pur. On a, d’autre 
part, 

2ddw;, d\j:^ Iddwkdwf, d]x dp. 


Le second membre peut s’ecrire 


2 




dx\ 

dwk 


-2 


dwkdwh 


n\ n\. 


Nous avons done encore des termes seculaires mixtes, mais nous 
n’avons pas de termes sdculaires purs parce que la valeur mojenne 

des dWes gi. 3 ^^, null., 

Le meme raisonnement s’appliquerait dvidemment aux termes 
suivants du ddveloppement, e’esU-dire aux 

Ainsi , dans le cas particulier du Probleme des trois Corps, d^fini 
au n° 9, le grand axe demeure invariable, au sens de Poisson, 
quelque’loin que Ton pousse Fapproximation. 



no 


CHAPITRE XIII. 


Dc m^me, avec toute autre loi d’allraction que cellede Newton, 
les deveioppeinents des quantiles qui correspondent aiix grands 
axes lie conliennent pas de termes s^culaires purs, quelqiie loin 
que Ton pousse rapproximation. Ces quantiles sont done inva- 
riables au sens de Poisson. 

Ain si se troiivent rattach^s a la methode de M. Lindsted les 
iheor^mes fameux de Lagrange et de Poisson. 

C’est a M. Tisserand que Ton doit Tidee de la possibility de cc 
rattaclieinent. 

Ces considerations m’amenent a une derniere remarque. 

11 pent sembler que des developpcments que nous avons etablis 
dans ics Cliapitrcs precedents, on ne puisse lirer anciine conclu- 
sion piiisqu’ils sont tons divergenls. 

Considerons, en eflel, le developpement de arc sin et ecrivons 

arc sin M = zt n- Aj H- Ag H- . . . ; 


nous pouvons en deduire 

|jLi{ = sin (JL? -1- Aisin^p.^ H- A 2 sin 5 p^-i- 

(]omme les puissances sin^p^, sin^p^ peuvenL facilement se deve- 
lopper suivant les sinus des multiples de p^, ne semble-t-il pas 
que Ton puisse en deduire le dyveloppement, au moins fornael, de 
la function p^ en sei'ie Irigonometrique? 

II en serait dc ni^nie yvidemment de p“^^, de p^ sinaf, . . cl 
dc tons les termes que Ton pent rencontrer dans le dyveloppe- 
ment (2). 

Pal* consequent, dire que les functions represeniees par ces 
series (2) peuvenL eire developpees en series purement trigo- 
nomclriqnes, du moment qu’il s’agit d’lm developpement pure- 
ment funnel, e’est, a ce qu’il semble, ne rien affirmer et cela 
ne pent rien nous apprendre au sujet de la forme de ces se- 
ries (2). 

Ce serait se meprendre; si Ton voulait, en emplojant Fartifice 
grossier que je viens d’appliquer k la fonclion p^ (je n’oserais 
affirmer que personne ne Fa jamais fait) reduire les developpe- 
meiits (2) a une forme purement trigonomyirique, on introduirait 



DIVERGENCE DES SERIES DE M. UNDSTEDT. 


Ill 


une infinite d'‘ arguments clifi'erents. Ce que nous apprennent 
les thdor^mes des Chapitres precedents, c’esl que Jes devcloppe- 
ments formels sont possibles avec un nombre limiie d’argumenLs. 
C’est cela qu’on ne pouvait prevoir et d’ou il esL permis de tirer 
de nombreiises conclusions an sujet des coefficients des series (2) 
oil de ceux des autres series analogues que I’on rencontre dans le 
Probleme des trois Corps. 
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CALCUL DIRECT DES SERIES 


ISl. II ne sera peul-^tre pas sans inter^t de revenir siir les 
r^sultats obtemis dans les trois Chapitres pr^cMents et d’en 
degager la signification* Mon but est d’ailleurs avant tout de 
inontrer comment on pourra calculer directement les coefficients 
des d^veloppemenls que nous avons appris a former d’une maniere 
indirecte et dont nous avons ainsi demontr^ I’exislence. Cette 
existence une fois etablie, le calcul de ces coefficients peat sc faire, 
en effet, d’une fagon plusrapide, sans qu’on doive s’astreindre aux 
nombreux changements de variables qui nous ont et6 necessaires 
plus haut. 

Je commencerai par considerer le cas particuHer des equations 
du n® 134. 

Dans ce n° 134, nous avons montre que, par des precedes ana- 
logues a ceux dll n^ 12S leg^rement modifies, on peut satisfaire 
formellement a nos Equations canoniques en faisant 

STi ^ 07? -h liccl -i- -r . . . , 

= 7 ? . . , 

les et les ^tant des functions p^riodiques de quantit^s que 
j’appellerai sauf^? qui devra se reduire a les sont des 
constantes arbitraires dont dependent d’ailleurs les autres fonc- 
tions x^ et Ton a 

Wi, 

Wi dtant une constante d’int^gration et^£ une constante dependant 
de p. et des oj? et d^veloppable suivant les puissances de p. 

On peut, par les precedes du n® 126, donner a ces series une 
infinite de formes et cela de telle sorte que les valeurs moyennes 
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des fonctions periodiques x] et soienl telles fonctions arbi- 
traires que I’on veut des 

Observons qii’aprfes comme avant la transformation de ces series 
par les precedes du n° 126, Pexpression Hxidyt (consider^e 
comme fonction des ^Vi pendant que les seront regardes comme 
des constantes) devra ^tre une diff^rentielle exacte. 

Soit done encore 

F = Fq-i- .. 


Siipposons qu’il j ait in variables conjugu6es deux a deux; que 
les variables de la premiere serie soient de deux sortes; nous 
appellerons cedes de la premiere sorte les Xi^ cedes de la deuxi^me 
sorte les x\* 

Les variables de la deuxi^me serie conjuguees des Xi s’appelle- 
ront les yi et cedes qui sonl conjuguees des x\ s’appederont 
les/', de sorte que nos equations canoniques s’ecriront 


( 1 ) 


dxt 

dF 

dx\ __ 

dF 

dt 

dyi^ 

dt 

dy'i 

dyi _ 

dF 

dy\ 

dP 

di 

dXi 

dt ~ 

dx 1 


Je suppose que Fq depende des Xi^ mais non des /i, des/', ni 
des que F est perlodique par rapport aux/, et aux/' ; que, si 
I’on appelle R la par tie moyenne de F< (e/i considerant pour un 
instant Fh comme une fonction p^riodique des yi seulement, 
mais non desy\)^ R ne depende pas des/', mais seulement des Xi 
et des x\, Ce sont, en somme, les memes hypotheses que cedes du 
n" 134. 

Nous avons vu alors qu’on peut satisfaire formellement aux 
equations (i) par des series de la forme suivante 

Xi = iixj + p.2 

x[ = -f- -H . . . ; 

( /i =»;-+- + . . . , 

les icf, xf, jf, 7^ <5tant des fonctions periodiques des W£ et 
des «>'■ dependent en outre des constantes x? et x', et dont les 
valeurs moyennes peuvent &tre des fonctions arbitrairement 
H. P. - II. 8 
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choisies de ces constantes, ce qui se verrait par un raisonnemcnt 
lout pareil a celui du n° 126. On a de plus 

Wi ^ Tilt W Tilt j 


les Tssi et les ni' sont des constantes d’int^gration; les nt et les 
sont developpables suivant les puissances de [a, de sorte que 

71^ = 2 {JL* Tlf , T^i = S 

avec 

71^0 = 0 . 


La possibility d’un pareil developpement ytant etablie par le 
n® 134, je me propose d’en calculer directement les coefficients. 

A cet efiet, je suppose que, dans les equations (i), on substitue 
les developpements {%) et que, par consequent, on ne regarde 
plus nos variables comme cxprim^es directement en fonctions dii 
temps, mais comme dependant du temps par I’intermydiaire des (v 
et des \ ces equations (i) deviendront 


(3) 




dxi 

d^k 


_ ^ 

Wi’ 


AprSs la substitution des developpements (2), il viendra d’ailleurs 


dji 




dxi 




equations analogues aux equations (9) et (10) du n° 127, et de 
m^me 


dF 

dy'i 




dx'i 




LesXf, Yf, Xf, Yf seront des fonctions des des ^^5 des 
des et des m^mes lettres accentuyes. Elies seront periodiques 
par rapport aux w et aux 

Reclierchons, comme dans le n° 127, de quelles variables dypen- 
dent toutes ces quantitys. Comme 
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on voil que les Xf, Xf, les Y;* dependront seulement des 


I i } • • • 1 J 

7 ?. rh •••, 7?~‘ 


et desm^mes leltres accentii6es; landis que les dependront 
outre des x^, mais non des desjf, des yf. 

Consid^rons 1’ expression 


-*k^k 


dxi 

dwtJ 


en 


SubstiLuons-y, a la place son developpemenL(2) et ala place 
des nj^ IcLir developpement suivant les puissances de p. Cetlc 
expression deviendra developpable suivant les puissances de p., ct 
pour employer des notations analogues a celles du n*" 127 , j’ecrirai 
son developpement sous la forme suivante 


( 4 ) 


V „ 








"dwk 

dwi 


-SjxPZf, 
— Xjx/'Tf. 


[1 fauL convenir que le signe S exprime une sommation ( 5 lendue 
a toutes les valeurs de A: et ^ toutes les valeurs de p depuis o jus- 
qu ’4 I’infini, et le signe S' une sommation 4 tendue a toutes les 
valeurs de /f et a toutes les valeurs de p depuis i jusqu’a I’infini. 

II convient de se rappeler que /? = tv,-, 7'® = tv- et d’adjoindre 
aui Equations (4) deux autres equations de m6me forme ou les 
leltres Xi, 7/, xf, yf, x°, 7“, Zf et Tf sont remplacdes par les 
m^mes leltres accentuees. 

Nous dcrirons de m 4 me 


( 5 ) 






SitPn'/ 


dx^ 




II faut convenir que la sommation S s’6tend k toutes les valeurs 
de jO de I a Finfini et la sommation S' a toutes les valeurs de p 
de 2 a Finfini et nous adjoindrons k cette Equation ( 5 ) trois autres 
de m^me forme ou les leltres 
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seront respectivement remplac^es par 


ou par 


yi, yr, yl vf, 

c'/, 


ou par 


yrs y,“, V'/. 


Nous obtiendrons alors une s^ried’equations analogues aus. equa- 
tions (i 4 ) du n» 127 et qui s’ecrironl, en remarquant que les 
etles y/ sont des constantes et que les 7 “ el les 7 '" se reduisent a 
iVi et <v' 


( 6 ) 








» M 


dwi 


■ 


dw'i 


^Xf+zf-^uf, 








= x'/-hZ'/+u;^ 
= Y'/h>T'/+V'/- 




Poar /? = Oj le premier membre de chaciine des Equations ( 6 ) 
doit ^tre supprim^ et il en est encore de meme du second terme 
de ce premier membre pour /?==i. II suffit, pour s’en rendre 
compLe, de se rappeler la signification conventionnelle attribuee 
aux signes S et H dans les equations (4) et (5). 

Soit maintenant U une fonction periodique quelconque des 
et des (v'-. Convenons de repr^senter par [U] la valeur mojenne 
de U consideree pour un instant comme fonction piriodique 
des Wi seulement, II r^sulte de cette definition que 


\ d{j]_ r 1 - ^1^^] 

[(ativj-®’ ’ 

Nous representerons par [[U]] la valeur moyenne de U consi- 
deree comme fonction periodique d la fois des et des G’est 
une constante, indepen dante des tv et des fv', tandis que [U] inde- 
pendante des tv etalt encore une fonction periodique des Pre- 
noas alors dans les equations ( 6 ) les valeurs moyennes des deux 
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membres, il viendra 




^[yri 


:[Yf+Tf + Vf]-nf, 


\ ^r^'p-n 

^^^ = [Y'/+r/+u'/]- 7 i'A 

Les premiers membres doivent ^tre supprimes pour p = \. 
Voyons comment ces equations (6) et (7) nous permettronL le 
calcul des coefficients dii d^veloppement (2). 

Dans les equations (6) faisons d’abord /) = 0. II vienl (puisqiie 

Zf, Uj, sont nuls 

et que les premiers membres doivent ^tre supprimes, ainsi que je 
I’ai dit plus haul) 

0 = 0 , Y? = n?, 

Ces equations nous donnent les valeurs des nl qui, d’ailleurs, nous 
sont deja connuesetnous apprennent que les sont nuls, puisque 
les Y'l le sont. 

Considerons maintenant les Equations (7) en y faisant /? = i, 
il viendra (en observant que ... sont nuls) 

I [xi] = K‘]=o, 

\[Yl] = nU [Y;‘3 = n','. 

Pour interpreter ces equations, il convient de rechercher ce que 

c’est que les quantites [X^^], Pour avoir X^ etY'/, il faut 

envisager les derivees 

dF, dFt d¥, 
dyi^ dy'i dx\ 

et y remplacer les Xi^ les x\^ les yt et les y\, par x% ^ pp^. 
Soit le resLiltat de cette substitution dans Fi, on aura 


Yl Y'^ 




LF?] = R*, 

R* etant le resultat de la m^me substitution dans R. 
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D’OU 


Ri = s;=0. 


[y;‘]=- 


dx'i^ 


D’apr^s nos hypolheses, Rne depend pas desj et des/', ni par 
consequent R* des w et des 

Done [X^’] et sontnuls, et [Y'-j^ne depend que des et 
des x'^ et est, par consequent, une constante. 

Des quatre equations (8), les deux premieres sont done satis- 
faites d’elles-m^mes ; la quatri^me peut nous donner puisque 
le premier membre est une constante. 


II vient ensuite (en appelant FJ le resultat de la substitution 
des a la place des Xi dans Fo) 


d’ou 

vi- V r’ 

‘ d!«l * 

( 9 ) 

2dkdx^,dxl^^'‘^ 


dF; 


dx^ ' 


jp •* 

Les n] doivent ^tre des constantes, et il en est de m 4 me des -- 77 : 

dxl 

il doit done en 4tre de m^me des [xj^], 

dS 

En efFet, pour avoir xj^^ il faut, dans ^ (n<^ 134), remplacer 

les j et les y par les w et les ou, ce qui revient au meme, si 
I’on fait cette substitution dans S^, on aura 


Or 


dS 

dwk 


Si = S^a,.yt7Ar-l-SL 


S' ^tant p^riodique par rapport aux y et aux et les dtant 
des constantes; on aura done 

d’oti 


{x\'\ = 


C. Q. F. D. 
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Envisageons la premiere des Equations (7) en y faisant /? = 2; 
siles [xl] sont des constantes, ilreslera 

Or, il resulte des definitions que 

[Zn = o, U? = o. 

II vient done 

[xn=o. 

Cette conclusion, ou nous avons ete conduit en nous appuyant 
sur la possibilite dn developpement demontree dans les Chapitres 
precedents, peut etre obtenue directement. 

On a en effet 


(10) 


x: 




dwt dwic 
ti dwi dx\ 


yl- 


yi t/aPi '1 

Jmk dWi dw'k 


^k- 


d^Fi 


dF 2 

I dwidx'^ dwi 




II va sans dire que dans F4 et F2, je suppose lesjKo a:/, . . 
remplaces par les les .... 

II est clair que la valeur moyenne de est nulle; il me reste 

done a montrer que la somme algebrique des valeurs moyennes des 
quatre premiers termes du second membre de (10) est egalement 
nulle. 

En effet, supposons les expressions 

d^Fj 1 d^-Fj^ n 

dwidwk dwidw’k ^ 


developpees en series trigonometriques procedant suivant les sinus 
etles cosin us des multiples des (V/. Xf se trouvera ainsi developpe 
en une serie de m^me forme et il s’agit de calculer les termes de 
cetle serie qui sonl independants des w/. 

Il suffit pour cela de calculer les termes independants des iVi 
dans le produit 

dwi dwjc ^ 

et dans tous les autres produits analogues. 
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Or on obtiendra les termes constants de ce prodait en conside- 
rant nn terme de 

dwi dwk 

dependant de 

COS(;?2l W'l-l- .,-hmqWq) 

( si je suppose que le nombre des iVi soit ^gal a q) ou de 


Sin( Till -T~ nXj W2 • -4“ fyiq 

par un terme de yl dependant du meme cosinus ou da meme sinus. 

Obser'sons d’abord que nous n’avons pas a nous inquieter du 
cas ou 

= 7?l2 = • • • = 

En efifet, 

dwi dwk 


etant une deriv^e par rapport a Wi d’une fonction periodique par 
rapport aux (v, nepeutpas contenir de termes ind^pendants des (r. 
Cela n’est pas sans importance, et en efFet il en r^sulte que nous 
n’avons pas besoin de calculer les 

[Al IH] 


Or les Equations (6) vont bien nous donner les jKjtj les , a 

une fonction arbitraire pres des (v, mais elles ne nousdonneraient 
pas les valeurs moyennes de ces fonctions. Nous venons heureu- 
sement de voir qu’elles nous sont inutiles. 

Soit done 

^1; ^2» • • • 7 


un systeme quelconque d’entiers posilifs ou negatifs etnMtant pas 
tons mils a la fois. Posons 


nii Wi-h- .-h niqWq = A. 


Nous chercherons dans les deux facte urs de cbacun des termes du 
second membre de F^quation (lo) les termes en cos A et en sin A et 
nous verrons s’ils donnent des termes ind^ pendants des w dans X^. 
Soit done 


A cos A H- B sin A 
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Til 

les termes de F| dependant de A. II est clair qne A et B seront des 
fonctions des des x'^ et des 
Les termes correspondants seront 


Dans 

Dans 

Dans 


dwi dwk 
dwi dv^% 
dwi dx\ 


Dans 


diVi dx'l 


— mimk{kc-\- Ba), 


i 

' (IK 


\ JlfA- 

i 

' ^ 


, dxl 


' (IK 

, dx'l 


dw), 

^o\ 
dx% 7 ’ 

(fB \ 


(les lettres 5 et e sont mises, pour abr^ger, pour sin A ct cos A). 
Maintenant nous avons les Equations (6); en j faisant /? = i , qni 


deviennent 


s4 


dx] 

dwk 


dYi 

dwi 


y 



dY^ 

dxi 


avec deux autres equations ou les lettres x\ , y\ , (ipv ( et non pas ov.) 
et sont remplacees par les m^mes lettres accentu^es. Si done 
nous posons 

mi 7^2 -H- • • + ^ J = jj ’ 


nous verrons que les termes en sin A et cos A seront 




dB \ 

Dans^;^ : 


^ dxl 7 


/ dk 

dB \ 

Dans 


^ dx)^ 7 

Dans mi 

-!-M7?2;t(A 

C ’+' B ^ )y 


__ / dk 

(dB \ 

Dans a/^ 

■ {div'k 

dw\ V 


Si Ton remplace dans le second membre de I Equation (lo), on 
voit que tous ces termes s’annulent. On a done bien, comme nous 
Vavions pr^vu, 


[xn-o. 
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Cela pos4, en faisant dans les equations (6) p = t ? on pourra cal- 
culer sans peine 

1 1 '1 

7 ?, yi\ 

a une fonction arbitraire pres des (v'. 

Nous connaissons alors /i^, nl^ et 

Nous savons de plus que [^l~\ est une constante, c’esL-a-dire une 
fonction des et des et, d’apres la remarque faite au d^but 
et analogue a celle de la fin du n° d 26 , nous savons que cette fonc- 
tion peut etre choisie arbitrairement. Nous devons done conclure 
que est cnli^rement connu. 

Nous avons ensuite a determiner 


W] et [/,M- 

Nous nous servirons pour cela des equations (7), eny faisant/) = 2. 
Si nous remarquons que 

[z;^] = [u;2] = [T--] = [y?] = o, 


nous verrons qu’elles deviennent 


(II) 




Nous avons donne plus haut[equation (10)] I’expression de Xf; 
il suffit, pour en d^duire celle de d’y changer en cip' et, pour 
en deduire celle de d’y changer en 

On aura done dans [X'^], par exemple, des termes de la forme 
suivante : 


{12) 


r r ii 


et Ton trouvera 


• d^¥^ 

dw'idwjc 
' d^Fj 
dw\dx\ 


"*]-[: 


dw’idwjc 

dw\dx\ 


(4-[4])] 


-h 


r n. 

dw[dw;c 
R* p j ^ 
dw'idx% 
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Mais, par hypothese, R ne depend que des Xi et des par 
consequent les derivees de R* par rapport a sent nulles. D’ou 
cette conclusion : 

Les termes (12) qui entrent dans le second membre de la pre- 
miere equation (i i) ne dependent que de 

qui sont connus, et non pas de [j'']], [4]? * * * ^ont inconnus. 

est done une fonction connue des et nous pouvons, par 
consequent, deduire de la la valeur de ^ condition lou- 
tefois, e’est que 

[[X?]] = o. 

Cette condition doit etre remplie d’elle-meme, pulsque nous 
savons d’avance que le developpement est possible. 

Pour la meme raison, [Y^^] est une fonction connue; en efFet, 
nous connaissons maintenant [4^]? niais nous ne connais- 
sons pas encore \_y)^ ni [j^]. Or les termes de [Y'^] qui depen- 
dent de [j'/J et de s’ecrivent 

^ R* r n ^ r ,n 

2d, dx'^ dwk 2d dx'^ 

et, comme R* ne depend pas des vv ni des ils sont nuls et la 
seconde Equation (i i), jointe a 

[[Y?]] = n?, 


nous donnera n'f et 

Ayant ainsi d^termin^ [ 4 *] [y?~\ ^ I’^iide des Equations 

(7, 3 , 2) et(7, 4 , 2), je veux dire de la 3 ®et de la 4 ® Equation (7), 
ou Ton a fait /? = 2, occupons-nous de determiner [xj]- 
La maniere la plus simple est de se servir de ce fait que Tex- 
pression 

'Zx\dy\ 

doit etre une diflferentielle exacte. 

Si dans cette expression nous remplagons x^ yi^ . - . par leurs 
developpements (2), le coefficient de chacune des puissances de p 
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devra ^Ire une diff^rentielle exacte; les differentielles suivantes 


2' {x\ dwi + xl dyl -h x\ dyY), 

I.'{xf diVi + Xl dyl -H xl dyl -f- xl dyl), 


devront done etre exactes. Par le signe on doit entendre que la 
sommation doit ^tre etendae a tons les indices i et de plus aux 
lettres accentaees. 

S’il y a, par exemple, q lettres j/, sans accent et \ lettres y\ afFec- 
tees d’accenl, on aura 

I'xl dwi = xl dev I xl dwz -h . . . H- ^5 dix^(^ 

x\^ dw[ 4- x'^ dwl 4- . . . 4- wi® dw\, 

Comme, d’autre part, les x\ et les sont des constantes, 

sera toujours une differenlielle exacte, de sorte que nous pour- 
rons ecrire 

'I' xl dwi = d^i, 

2' {x\ dwi -h I'xl dyl = <icp 2 , 

^'{xl dwi + x\ dyl 4- xl 4- xl dyf) = dos, 



De plus, cpij cp2, cjg, ... devront ^tre des fonclions des w et 
des dont les d^riv^es seront periodiques. 

Voyons comment l’ 6 quatlon 

I'xl I -H s'arj dyl ^dz^ 


va nous permettre de determiner ; elle nous donnera 

Mals, comme les derivees des <p2 doivent ^tre periodiques, on 
aura 

^J- const., 
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ce qui nous donne 


(M) 


const. 


Dans celte equation (i 4 ) tout estconnu, sauf [xl]. Nous con- 

naissons, en efFet, xl , , y[^ et nous connaissons ^galcment > 

puisque nous connaissons — [xl]- Quaint a la conslante du 
second membre, une remarque (alte plus haut montre qu’elle 
pourrait etre choisie arbitral remen t. 

Nous pouvons done calculer 

Calculons maintenant a Taide de [’equation (7, 2, 2). Cette 
equation s’^crli 


(i5) 


< ^ =i^n- 


dw)^ 


nU 


d’ou Ton lire, en egalant les valeurs moyennes prises par rapport 
aux 

(.6) [[Yn]=«/- 


OrYj ne depend que des etarf. Lcsx', /■'* el^v',' 

sent enticremenl connus; au contraire, nous ne connaissons que 
— [,'*] et [^,']. Voyons done comment Y? depend de x'f et 
de_y'. On trouve 


yj 


A etant entierement connu. 
On en deduit 


• '''-.I A ' ' , ' I 

Comme R* ne depend pas de (VAet jne 

est entierement connu etles ^nali(mi|^^^Ht (i 5 ) nous donne- 
ront«;et[7;]. 



126 


CHAPITRE XIY. 


Nous determinerons ensuite et successivemenL par 

(C, I, 2), — par (6, 3, 2), y^ — [yT] par (6, 4, 2), 

y^ — [yf] par (6, 2, 2), [x[^] par (7, 3, 3), [y;] et z?;’ par(7, 4, 3), 
[^|] par (14? 3) [jc veux dire par une equation deduite de la troi- 
sieme equation (iS), comme (i4 ) I’a ete de la seconde Equation (i3) 
un peu plus liaut], f >7] et n i* par (7, 2, 3), puis — [^?], , 

Si ron a soin de faire le calcul dans cet ordre, on ne sera jamais 
arrete; car chaque equation ne contient qu\ine seiile inconnue, 
celle qu’il s’agit de determiner. 

Je rappclle d’ailleurs que les valours moyennes 

llrflh [[//II 


peuvent elre choisies arbitrairemenl cn fonctions des x'l et des 
Pour que Tintegration soit possible, certaines conditions doivent 
etre remplies; mais nous savons qu’elles le sont (ce qui ne serait 
sans douLe pas facile a d^monlrer directement), puisque nous 
savons d’avance que le developpement est possible. 


Application an Probldme des trois Corps. 

'1S2. Nous avons vu au Chapitre XI comment les principes du 
n® 134 sont applicables au Probleme des U'ois Corps. II en sera 
de meme evidemment des resultats du numero precedent qui se 
deduisent immediatement de ces principes. Dans ce Chapitre XI, 
nous avons successivemenl adople les variables suivantes 


(I) 


A', 


1 lu 

A/ 


{ r\\ 

( -V. 

A', 

Pn 


( 

j 



( A> 

A^ 

v„ 

V,- 

( 3 ) 

{ 12, 

Ky 


Avec le systeme (3), les Equations du mouvement prennent la 
m^me forme que celles du n® 134 et du numero precddenr. 
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Mais Je changement de variables qiii fait passer du systeme ( 2 ) 
au systeme (3) est assez p^nible, etle plus souvent les excentri- 
cites sent assez petites pour qu’on puisse I’eviterpar I’arlifice que 
j’ai indique ala fin du 140. Je rappelle en quoi il consiste. Dans 
la fonction F, les termes de p.Fi qui dependent des puissances des 
excentricites et des inclinaisons sup^rieures a la troisi^me sonl 
tres petils. Si done je pose 

pF' repr^sentant Tensemble des termes de degre 3 au plus et p^F', 
les termes de degre 4 au moins, {x-F!j sera tres petit et sera fini. 
Je pourrai ecrire alors 


F = Fo+ (JtF'i-i- (x2(F2-hF2)-}- 

et F sera encore developpe suivant les puissances de a. Mais, si 
Fon considere F' comme fonction p6riodique deX< et 1' , sa valeur 
moyenne ne dependra pas des co/, de sorte qu’avec les variables ( 2 ) 
les conditions du n° 134 sent remplies. 

II est vrai que la signification du parametre p devient ainsi un 
pen dilTerente de celle que nous lui allribuons d’ordinaire; mais 
cela importe peu, puisque le but de ce parametre est seulement 
de mettre en evidence I’ordre de grandeur des diflferents termes. 

Une fois ces conventions faites, les resultats du num^ro prece- 
dent deviennent imm^diatement applicables au probleme qui nous 
occupe. Mais, afin d’^viter les difficultes qui ont fait Tobjet du 
Chapitre XJI, j’adopterai, au lieu des variables ( 2 ), les variables (i), 
ce qui amenera dans ces resultats quelques modifications sur les- 
quelles il est n^cessaire d’insister. Pour plus de symetrie dans les 
notations, j’ecrirai dans le reste de ce Chapitre \ et V au lieu de 
et F< au lieu de F' , F 2 au lieu de Fg-f- F 2 . Il ne pent, en efFet, 
en r^sulter aucune confusion. 

Nous savons que les variables ( 2 ) sont, au point de vue formel, 
d^veloppables suivant les puissances croissantes de p de la maniere 
suivante 


( 4 ) 


A = A' = 

pi = . 
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Les Aa, Aa, Xa, X^, pf, wf sont des fonctlons periodiques des iv et 
des sauf le cas de /c = o; Ao,. A^ et les p® sont des constantes; 
Xo et XJj se redulsent a et et (o® k w[. 

Si nous adoptons les variables (i), on aura de m6me 

(4) = 

Oil erf et Trf seront des fonctions pdriodiques des iv et des (v', et il 
viendra, si Ton 6gale pour abreger k xl la constante \/ 2 ^, 

C7? = cosa>° = r? cos w’l, 
sinwf = sin cr^, 

.rajoute que 

A -i- A'cOw'-h Spt^fo), 

devan t 4tre une differentielle exacLe, il en sera de m^me de 


piiisqiie 


A (x\ -4~ \! d>K' 

dzi = Spf d^i -i- f S (cr^ 


Si nous donnons a tp/, tv', /i/, n', . . . le m^me sens que dans le 
uumero precedent, nos equations vont s’ecrire 


(5) 


^A 

dwk 




dX 

dw% 


£F 

dV 


equation analogue a I’^quation (3) du numdro precedent comme 
les developpements (4) sont analogues aux d^veloppements ( 2 ) du 
numero precedent. 

A Tequation (5) il faut naturellement en adjoindre d’autres ou 
les lettres A et X sont respectivement remplacees par A^ el X^, 
X el — A, V et — A, o-^ et 'll et — o-j. J’ajoute que le nombre des 
param^lres w est de 2 dans le Probl^me des trois Corps et de — i 
dans le Probleme des n Corps; tandis que le nombre des para- 
metres est de 4 dans le Probleme des trois Corps, de 2 /i — 2 
dans le Probleme des n Corps dans J’espace, et seulement de — i 
dans le Probldrae des n Corps dans le plan. 

Substituons les developpements (4) ctceuxdes 72/ el des /i' dans 
les Equations (5), les deux membres de ces Equations deviendront 



C4LCUL DIRECT DES SERIES. liQ 

developpables selon les puissances de jx et nous pourrons ^crire 




dF 


dk 


7 


Equations analogues aux Equations ( 9 ) et ( 10 ) du n° 127 et a 
d’autres Equations rencontr^es au numero precedent. 

Poursuivons toujours le calcul comme au numero precedent et 
posons 




Equations ou les signes S et S' ont m^me sens que dans T^qua- 
tion (4) du numero precedent et a laquelle il faut adjolndre 
d’autres Equations ou les lettres 


Zjo 

sont remplac^es par les m^mes leltres accentu^es ou par 

^o> Tp, 

ou par les m^mes lettres accentu^es, ou par 


ou enfin par 


CJ/, <rf, ff?, Zf, 

5 ^ Z • 


On voit qu’il faut ^viter de confondre les lettres et Z^, 
etTf. 

Nous poserons de m^me 




dA 




Equation ou les signes S et S' ont m^me sens que dans I’^qua- 
tion (5) du numero pr^c^dent et a laquelle il convient d’adjoindre 
d’autres Equations de m^me forme ou les lettres 


H. P. - IL 


■Aj “^p — 1? ■^Oj Up 


9 
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sontremplacees par les memes lettres accentuees ou par 

Xj Xo, Vp, 


ou par Ics meines lettres accentuees, ou par 

Uf 


Nous pouvons ^crire main tenant une s6rie d’equatlons analogues 
aux equations (6) du numero precedent. 

Si nous posonSj pour abreger^ pour une fonction u quelconque 


/'i dxh . f 


ces equations s’ecriront 


1 = Lp -r- Zp-f- Upj 

I AXp -H A'Xp-i = /p -t- Tp Vp 71^ i 

j A^f -f-A'crf-' =Sf-f-Zf 


Aiix deux premieres equations (6), il convient d’en ajouterdeux 
autres, qui en different parce que toutes les lettres y sont accen- 
tuees, a Texception de /if qui estremplac^ par /if- De m^me qu’au 
numdro precedent, pour /? =0, le premier membre doit ^tre sup- 
prira^, et pour ~ i le second terme du premier membre. 

En dgalant les valeurs moyennes des deux membres par rapport 
aux Wy on obtiendra des equations analogues aux Equations (7) 
du numero precedent. Elies s’toiront 

/ A'[Ap-i] [Lp-+- Zp-H Up], 

I AqXp-i]=[/p-hTp+Vp]-~/2f, 

j A'[</r^l =[Sf H- Zf-+-Uf]-}-n/a?;<Jsin«^;, 

[ A^Tr'] 

Pour /? = 0 et I, Je premier membre doit 6tre supprim^. 

Adjoignons encore des equations analogues aux Equations (r 3 ) 
et (r4) du numero pr^c^dent. 



CALCUL DIRECT DES SERIES. 


Nous avons vu, en effel, que 


i3£ 


doit ^Ire la difl‘^rentielle exacte d’une fonction dont toutcs les 
derivees sont periodiques; il en sera done de meme des expres- 
sions snivantes 

X\o^/Ao-4-2(7,V'r?, 

S( Aj dX^ -h Aq 2 (d/ d'zl -f- O’® d'z] ), 

S ( A 2 dAo -1- Ai dli -h Ao dlij-h 2((i? dz^ -h dc/ -h cr® dzf ) 


Dans chacune de ces expressions, Ic premier signe S s’etend aux 
deux planetes, de telle sorte, par exemple, que 

SAo dXo = Ao dX^ -4- A^ dX y . 


Si nous I'egardons un instant les (v'comme des constantes et les 
(p comme seuls variables, ces expressions demeureront 
des diir^rentielles exactes, mais drf etderf seront mils, de sorte que 




seront des difF^rentielles exactes. Comme il en est de nifeme de 
AodXp, et que ).o = ^0 = ^^25 expressions 

AirfiPi-l- A'l (iiPj, 


As c/wi + Aj ifiPs 4- SAi rfXi + Sj' < ixj, 

A3 H” A3 df^s 4- 2 (As dXi 4- Aj dX^) -t- d'^i 4 - ff; ^'^1)1 


seront encore les diffdrentielles exactes de fonctions dont les deri- 
vdes sont periodiques et dont, par consequent, les derivees par 
rapport k (P, et (Pj ont une valeur inojenne independante des ip'. 

En raisonnanl alors comme au niim^-o precedent quand nous 
avons deduit les Equations (i 4 ) des equations (i 3 ), nous trouve- 
rons 

[At] = const., 





const., 

const.. 
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Considerons d’abord les equations (6) en y faisant p = o', nous 
verrons facilement qu’elles sont satisfaites d'eHes-m^mes pourvu 
que (ainsi que nousFavons suppose) Aq et A[, soient des constantes, 
et X' se reduisent a et a*® et a cos et sin (v', que 
/t'.* soil nul, et que t?® ait une valeur convenable. 

Passons malntenant aux Equations (7) en y faisant il 

viendra, comme aux equations (8) du num^ro pr^c^dent, 

[LJ = Oj [/l] = 7l \ } 

Nous reconnaitrions, comme au nutn^ro pr^c^dent, que [L^], [S^*] 
et [0j] sont les d^rivees de R par rapport a X, a t/ et ^ ; il faut, 

bien entendu, remplacer dans R, A, X, o-/ et par Aq, Xq, or" elT®. 
Or nous avons trouvd au Chapitre X I’cxpression de R, qui esl 

2 A<(ct - 4 - -rf) -t-B, 


B et A/ dtant des fonctions de A et A'. 

On voit ainsi que les equations (8 bis), sauf la deuxi^me, sont 
satisfaites d'elles-m^mes, pourvu que 


•2Af 


(oil A" et Bo sont ce que deviennent A/ et B quand on y remplace 
les A par les Ao), car 


[Li] = o, 

D’autre pari, 


[Sj-]= 2 A? Tf , [ej] == — 2 A® cr®. 


r A 1 ^'^0 r xr'i ^Af / dBo 




dAn 


comme [Aj] et [A'J doivent 6tre des constantes, ainsi que nous 
Tavons vu plus haul, [/^] sera ^galement une constante^ ce qui 
nous permettra de I’^galer k n\. 

Pour continuer le calcul, en suivant le m^me ordre que dans le 
nura^ro pr^c^dent, il nous faut maintenant consid^rer les ^qua- 
lions (6, I, i), (6, 3 , i), (6, 4 , i). 

Les premiers membres se r6duironl H 


AA,, AffJ, Axl, 
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etles seconds membres serontdes fonctions connnes etp6riodiqiies 
des (’P et des dont la valeur moyenne, par rapport aux pp, sera 
nulle, puisqiie les equations (7) (p = i) sont salisfaites. 

On pourra done operer I’integration comme an nximero prece- 
dent et au 127 , et Ton connaitra 

Ai-[Ai], 

comme nous savons qiie [A^] se reduit aune constante etque cetle 
constante pent etre choisie arbitrairement, nouspouvoiis regarder 
Ah comme entierement connu. 

Envisageons Tequation (6, 2, 1) dont le premier membre sc 
reduit a AXh. Comme le second membre ne contenait cUautre quan- 
tile inconnue que Ai, il devient une fonction connue des (r et 
des w' et le proced^ qne nous venons d’appliquer nous donnera 




II faul maintenant d<^terminer et a I’aide des equa- 
tions (7, 3, 2) et (7, 4 ? 2). Le second membre de ces equations 
n’est pas entierement connu. Ils ne dependent pas, cn effet, 
des [X<], mais ils dependent des [A(], des [s’].] et des [t|]. Les 
termes qui dependent de ces quantiles peuvent s’^crire ; 

T° Dans Fequation (7, 3 , 2) par example, 


[ 

i dx^ dk^ 


[•'■i] "^2 d-.'^dxl 


dm* 


I drz'i dc^ 


Le premier terme est connu puisque [At] est connu, D apr^s la 
forme de la fonction R* donnee plus haul, toutes les dMvees 

secondes sont nulles, sauf • Les deux dernlers termes se redui- 

ront done a 


II y a, en outre, dans le second membre de (7, 3 , 2), un terme 
en et, dans le second membre de (7, 4? 2), un terme 

en — cosppj- qui contiennent la quantity inconnue • 

Le second membre de (7, 3 , 2) est done ^gal a n/ [t]], plus 
une fonction connue des (et de De m 4 me, le second membre 
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de (7, 4' se redaira a une foncUon connue des (et de n[“); 
de sorte que nos equations deviendront 

( b:[z\]--n\^[al]==fa2—n\^^x\^cosw\^ 

ip, et Oo ^tant des fbnclions periodiqiies connues des Soit, pour 
abreger, 

h = m\ + m'j «>2 -t- ••*■+* 7? 

les m! etant des entiers quelconques, et de meme 
N = m\ - 1 - m'^ -f- . . . -h n '^ . 

Soient 

AirosA-+- Bisin/z, 

A2COs/i-f- Bgsin/i 

les termes en h dans les fonctions connues <p, et o^. Soient 

Cl cofa/i -H Dj sin/i, 

C2 cos/i-i-DgsinA 

les termes en h dans les fonctions inconnues et 11 s’agit 
de calculer les coefficients C et D en fonction des coefficients A 
el B. 

Les Equations (9) nous donnent, en identifiant, 

JNDj -H Ti\^ G2 = Ajj 

— NGi H- n'/ D2 = Bj, 

NDj-«',‘C, =A., 

- NCj - «;* Di = Bj. 

Ces equations (10) nous feront connaitreles coefficients inconnus 
C et D, a moins que le determinant ne soil nul; orce determinant 
est egal a 

[N2 — (71;1)2]2. 

II ne pent done s’annuler que si 

N = ±n;i, 

e’est-a-dire (puisqu’il n’j a aucune relation lin^aire a coefficients 
entiers entre les «a) si 

h=zhw\ 
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ou (puisque nous ne devons pas consid^rer comme distincts les 
lermes en h et en ~ h) 

h ~ iv\, 

Identifions done en dgalant dans les deux membres de (9) les 
termes en J’ecris h pour abreger au lieu do iv\ (et N au lieu 
de /i'/), puisque je suppose ici h = et je continue a designer 
par A^5 Bi, ... les coefficients de cosA, sinA dans les fonc- 
tions cpi, etc. Seulement ici les equations (10) n’auront plus la 
m^me forme, parce qu’il faut teiiir compte des termes en qui 
entrent dans le second membre des Equations (9). Nous aurons 
done 

N( Dt-i-G2) = Ai, 

N( — Gj •+• Dg) = Bj -r ^ 

I N( D2--Gi) = A 2 —n; 2 j 7 ;o, 

( — N( G2~‘“Di) = B2. 

Pour que ces ^nations soient compatibles, il fauL evidemment 
que 

Aj " 4 - B2 = 0 

et 

(ri) A2-- Bi = 

La premiere condition doit 4 tre remplie d^elle-menie, puisque 
nous savons que le d^veloppement est possible. La secondc nous 
donnera la valeur de 

Ces conditions etant remplies, les equations (10 dis) ne sont 
plus distinctes. Elies nous donneront Ci et Di, si nous connais- 
sons C2 et D2. Je dis que C2 et D2 peuvenl 6tre choisis arbitrai- 
rement. Je le prouverai par un raisonnement analogue a celui 
du n^ 126 . En efFet, on ne change pas la forme des sfe'es en ajou- 
tant a Ao, aux a:'/, aux tv et aux tv^ des fonctions arbitraires 
de jjL, des Aq et des x'^ divisibles par [jl. Le nombre de ces fonc- 
tions arbitraires est le meme que celui des variables, e’est-a-dire 
de 12 par exemple pour le Probldme des trois Corps dans Tespace. 
On peut done s’en servir pour satisfaire a 12 conditions. Nous 
pouvons, par exemple, nous en servir pour que les valeurs 
moyennes de A, A', X, X', ainsi que les coefficients de costv' et 
sin tv'- dans les quatre fonctions t/, soient des fonctions arbitraires 
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de a, et des constantes Aq et ces fonctions devront ^Lre d6ve- 
loppables siiivant les puissances de p., et, en considerant s^pare- 
mentles divers termes de ce develop pement, on verrait qiie Ton 
peuL choisir arbitrairement les coefficients de cos(p'- et sinip'^ dans 
les diverses fonctions 'wf et, en particulier, C2 el D2. 

Les equations (9) nous permettent done de determiner [cr^^] 
el[T;]. 

Determinons maintenant [Ao] ; nous nous servirons pour cela de 
la seconde equation (8), ou tout estconnu, excepte [A2]. 

De meme pour [A^. 

Calculous maintenant [)h] a I’aide de (7, 2, 2). Cette equation 
[comparez avec I’equation (7, 2, 2) du numero precedent et avec 
le raisonnement que nous avons fait quand nous nous en sommes 
servi pour determiner peut s’ecrirc 

A[Xi]=: A — Tlf, 

A etant une fonction periodique entierement connue de Cette 
equation peut s’integrer si I’on egale n\ a la valeur moyenne de la 
fonction periodique A, de telle sorte que la valeur moyenne du 
second membre soit nulle. On determinerait de la meme maniere 
[X'J el n\. Reste a determiner en suite par les memes precedes 

Ag — [As] par (6, 1, 2), 

— par (6, 3 , 2), 

— par (6,4,2), 

Xs — [Xs] par (^6,2,2;, 

[t?] et par (7, 3 , 3 ) et (7, 4, 3 ), 

[A3J par la troisieme equation (8), 

[Xs] et nf par (7, 2, 3 ), 

et ainsi de suite. 

Proprietes diverses. 

1 S 3 . Les six quantiles Ap, <jf, Tf , /if, /i'^, definies dans le 
numero precedent, sent des fonctions des Aq, des des x[^ et 
des ; mais, comme on a 

af = 2?;® cos w'l, T? = sin w' , 
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nous pouvons ^galement les considerer comme des fonctions 
des Ao, des des o-f et des tJ*. Je me propose de demontrer qua 
ces fonctions sont developpables suioant les puissances des o-J* 
et des T - . 

CeLLe proposition est susceptible d’un autre cnonce evidenimenl 
equivalent. Reprenons les variables Ao, \ nos fonctions 

A^, . . . seronfp^riodiques par rapport aux (v et aux et, par 
consequent, d^veloppables en series trigonometriques. Soit 

A cos A ou Asin/i 

un terme d’une de ces series; je suppose que 

les nih et les ^tant des entiers posilifs ou negatifs. Les coeffi- 
cients A sont des fonctions des Aq et des x'f 

Eh bien, notre proposition peut s’enoncer comme il suit ; 

A est developpable sui^ant les puissances des . Le develop- 
pement est divisible par 

et tons ses termes contiennent x^ d une puissance paire si m\ 
est pair ou cc une puissance impaire si m'l esl impair. 

Pour d^moutrer cette proposition, je me servirai d’un raison- 
nement de recurrence. Dans le numero precedent, nous avons 
d6termin6 successivement les fonctions A^, . . . par une s^rie 
d’^quations auxquelles je conserverai ici le m^me numerotage que 
dans le numero precedent. 

II Skagit de d6niontrer que les valeurs des fonctions d^terxninees 
par ces Equations sont developpables suivanl les puissances des or^ 
et-rf. 

J’observe d’abord que, F ^tant developpable suivant les puis- 
sances des cr/ et des les fonctions que nous avons appelees L;,, 
Ipy Sf, 0f sont developpables suivant les puissances de 

/ Ai, As, ...» Ap, I (et des monies lettresaccenluees) 
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II en resulte, si I’on se rappelle la signification des quan- 
tiles Z^5 etc., que les seconds membres des Equations (6) seroni 
developpables suivant les puissances des quantiles (12), de leurs 
dcrivdes par rapport aux iv et iv' et enfin des nf et des n'P, 

Je me propose de demontrer que toutes ces quantiles, ainsi que 
les seconds membres des equations (6) et (7), sont developpables 
suivant les puissances des et des pour cela je vais passer en 
revue la serie des operations par lesquelles nous avons, dans le 
nuinero precedent, deduit ces quantiles les unes des autres et je 
montrerai qu’aucune d’elles ne pent alterer cette propriete. 

Ces operations sont les suivantes : 

I® Substituer dans le second membre des equations (6), a la 
place des quantiles (12), de leurs derivees, des et des 11^ ^ leurs 
valeurs anterieurement calculees. Comme le second membre de (6) 
est developpable suivant les puissances des quantiles substituees 
et que ces quantiles substitutes (puisque nous raisonnons par 
recurrence et que nous supposons que les quantitts dtja calcultes 
jouissent de la propriete tnoncte) sont elles-mtmes developpables 
suivant les puissances des et t®, il est clair que le resultat de la 
substitution sera aussi developpable suivant les puissances des <7] el 
des rf . 

Prendre la valeur moyenne d’une fonction periodique connue 
soil par rapport aux fv seulement, soil par rapport aux iv et aux 
C’est ce qui arrive quand on deduit le second menabre de (7} 
de celui de (6), ou bien encore lorsqu’on annule la valeur moyenne 
du second membre de I’equatioii (7, 2, 2), en egalant n\ a la valeur 
moyenne de A {vide supra, vers la fin du numtro prtcedent). 

Comme cette operation consiste a supprimer des termes dans le 
developpement trigonometrique de la fonction considerte, il est 
clair qu’elle ne peut alterer la proposition enoncee. 

3 ^ Differentier Tune des quantitts (12) par rapport a w ou a 
Soil, comme plus haul, 

A cos A ou A sin A 

un terme du dtveloppement de la quantilt que nous difftrentions. 
La derivee de ce terme par rapport a Wi sera 


— A/n/ sin A ou krrii cosA, 
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Sa d^rivec par rapport a sera 

— A m[ sin h ou A 77^^ cos h. 

II est clair que, si A satisfait a la coadilioQ enoncee, il en sera 
de meme de 

k.mi ct fie zt.Xm[ 


4'* lategrer les equations (6), (7) et (8). 

Quelques-unes de ces equations nous donnent ini media lenient 
rinconnue ; telles sont les equations (8) et cclles qui nous donnent 
les /2fj qui dohent 6tre choisis de fagon a annuler la valeur 
moyenne du second membre de (7, 2, /?). Mais d’auLres Equations 
exigent line int^ration : telles sonl, par'cxemple, les equa- 
tions (6) qui ont la forme 


(i 3 ) 


— — - 4 - — 

dwi diPi 




X 6tant la fonction inconnue et / une fonctlon p^riodique connue. 
Soit alors 

A cos A ou A sin A 


un terme de j|/. Le terine correspondant de x s’ecrira 
— — - — sin A ou — r ;; — cos A. 

II est clair que, si A satisfait a la condition enoncee, il en sera de 
m^me de 

± 

nj H- /i? 

Le m^me raisonnement est applicable a requation ( 7, 2, p) qui, 
apr^s qu’on a choisi de fagon a annuler la valeur moyenne dii 
second membre, prend la forme 


y 6lant connu et x inconnu, et est ainsi de m^me forme que (^ 3 ). 
Observous d’ailleurs que les ri^ , de m^me que les n], dependent 
des Ao, mais non des • Il convient d’ajouter que cette Equa- 
tion (i 4 ) ne dEtermine I’inconnue a? qu’a une constante prEs, 
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laqaelle peut ^tre choisie arbilrairement en fonction des Aq et 
fleso:'*^; il faut, bien entcndu, pour que ]e tli^oreme soil vrai, avoir 
soin de choisir cette fonction arbitraire de telle facon qu’elle soil 
cleveloppable snivantles puissances entieres des 

De m^me, les equations (8) ne determinent [A^] qu’^ une con- 
stante pres que Ton peut choisir arbilrairement. II est n^cessalre 
de faire ce choix de telle facon quo 

[[A;.]] 

soil developpable suivantles puissances des 

5 ° L’int^gration des equations (7, 3 , p) et (7, 4 ? p) se traite a 
pen pres de la meme maniere. 

Considerons, par exemple, les equations (9) et reprenons les 
notations dont nous nous sommes servi dans I’^tude de ces equa- 
tions. 

GonsidtVons d’abord le cas oii h n’est pas egal k ±: w'l et ou le 
determinant des equations lin^aires (10) n’esL pas nul. II est clair 
alors que si les coefficients A^, Bi, Bo satisfont a la condition 
^noncee, ilen sera de m^me des coefficients Ch, D^, G2, D2 lir^s 
de ces equations (10). 

Passons maintenant au cas ou h = et ou les equations (10) 
doivent etre remplac^es par les equations (10 bis). 

Nous avons d’abord Tequalion 


Nous supposons que A2 et qui sont des coefficients du d6ve- 
loppement d’une fonction anterieurement calculee satisfont a la 
condition ^nonc^e, c’est-a-dire qu’ils sont d^veloppables suivant 
les puissances des qu’ils sont divisibles par et que le quo- 
tient ne contientplus que des puissances paires des II enr^sulte 

que n'Y ne contient non plus que des puissances paires des et 
satisfaitpar cons<Squent a notre proposition. 

Revenani ensuite aux Equations (10 bis) on voit que Ci et 
satisfont a la condition 6noncee pourvu que Co etDo j salisfassent. 
Mais nous avons vu que C2 et D2 peuvent ^tre choisis arbitraire- 
ment^ nous pouvons toujours faire ce choix de fagon ^ j salisfaire 
et le th^or^me bien entendu n’est vrai qu’a cette condition. 



CALCIL DIRECT DES silRIES. Iq'l 

Puisque aucune de nos operations ne pent alterer la propriete 
enoncee, elle est vraie dans toute sa generalite. 

154. Observons maintenant que les equations du mouvement 
ne changent pas, quand, les A el les p/ ne changcant pas, les A 
et les cjl), augmentent d’une meme quantile. 

Reprenons les developpemenls (4)(j^ conserve encore lenume- 
rotage dii n° 152); comine nous pouvons clioisir arbitrau'ement les 
valeursmoyennesdesquantites ApjXjo, A^, pf, o>f, par rapport 
aux pp et aux je me donnerai d’une mani^re quelconque toiites 
ces valeurs moyennes. 

Les series (4) sont alors les seiiles qui satisfassent formellement 
aux Equations du mouvement et qui satisfassent de plus a cetle 
double condition que toiites ces valeurs moyennes soient deter- 
mineeSj et que 

( 1 5 ) S A 4- Sp/ duii 

soil une differentielle exacte. 

Le calcul du n° 152 determine, en effet, sans ambiguity les coef- 
ficients des series qui sont assujetlies a ces conditions diverses. 

Ajoutons maintenant une m^me constante a a a et aux 0 )^; 
nous satisferons encore aux Equations du mouvement d’apres la 
remarque faite au debut de ce num4ro, et nos series (4) n’auront 
pas change, sauf que Xq) X' et o)? seront devenus + a, PP 2 ot 
et pp'-ha. 

Cliangeons ensuite w,* et en wi — a et pp' — a. Les series con- 
serveront la m6me forme, c’est-a-dire que les Ap, les Vp, les pf , 
les > 0 ) seront encore des fonctions periodiques des pp el 
des pp^ dont la valeur moyenne restera la m^me. Elies satisferont 
encore formellement aux Equations du mouvement, puisque jen’ai 
fait que retrancher une constante a aux constantes rsi et in'- qui sont 
arbitraires. 

Enfin Texpression ( 10 ) restera une differentielle exacte. 

Ces series ne pourront done differer des series (4) qui sont les 
seules qui satisfassent k toutes ces conditions. 

Cela veut dire que les A^, les X^, les o)f(/?>o) ne changent 
pas quand on diminue k la fois les pp et les d’une m^tne quan~ 

tite. 
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On bien encore qiie si 

Acos/i ou kslnh 

est un terme du developpement de “kp, pf ou ot que 

h = Sm, 

la somine cilg^brifjuc des entiers ini et doit &tre nulle. 

On en conclurait aisement que, si 

Acos/i ou A sin A 

esl un terme de oii-rf , cette mdmesomme algebrique doit Hre 
igale d ± I ; j’ajoule que cette somnie esl nulle dans le develop- 
penienl de 

o-f cn s wjc -t- 'cf 1 

xf cosw/, — cxf sin (PA 

(el dans celui des monies expressions ou serait remplacd 
par 

Des considerations de sjmdtrie el un raisonnement analogue 
nous conduiraient a d’autres propri^t^s. 

Ainsi, tout etant symelrique par rapport au plan des xz, les 
Equations du mouveinent ne ciiangeront pas qiiand on changera 
les signes de \ de V et des t/ sans changer A, A! et les 

Alors supposons que, dans les developpements (4), les valeurs 
mo\ennes des Ip et des cf quo Ton peut choisir arhitrairement 
soient nulles. Changeons mainlenant 

X, V, T/ 
en 

-X, -X^ -T, 
et, en m^me lemps, Wi et iv[ en 

— Wi Ct — (V/. 

Les sdries (4) conserveront la meme forme, elles ne cesseront pas 
de satisfaire aux (Equations du mouveinent. Les valeurs moyennes 
des kp et <Tf ne changeront pas ; celles des Ap et vf resteront nulles. 
Enfin Texpression (i5) restera une differentielle exacte. 

11 faut pour cela que les series (4) n’aient pas change. Done les 
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Ap et les df ne changent pas, les Ip el les cf changent de signe 
quaad les tv et les iv' changent de signe. 

Cela vent dire que le developperaent des A et des ne conlient 
que des cosinus, tandis que celui des A el des ne conlient que 
des sinus. 

De meme lout est symdtrique par rapport au plan des a:yel Ton 
pent en tirer d’autres conclusions. 

Supposons qu’on ait affaire au Probl^me des trois Corps dans 
I’espace, et soient 

®‘2) °’3) 0’4, 

X, A , Tlj Tg, T3, ^4. 

Les iroisieme et qnatri^me paires de variables d^finissent 
les excentricit^s et les perihelies; les deux dernieres paires de 
variables dcfinissent les inclinaisons et les noeuds. 

En vertu de la sjmetrie que je viens de signaler les equations 
ne changeront pas si 0 - 3 , o-^, C 3 etTj changent de signe, les aulres 
variables demeurant inalterees. 

On verrait alors, par un raisonnement tout parcil a ceux qni 
precedent, que les series ( 4 ) ne changent pas, si I’on change a la 
fois 

«r4, 'C3, X4, (P'g, 

en 

— (73, —( 74 , — t3, —1:4, 

On dolt en conclure que, dans les developpements (4) qul pro- 
cedent suivant les cosiniis et les sinus de 

h := Zifii iV£ -f- 2 m[ w\ j 

la somme ^3 -h m\ doit elre paire dans le developpement de 

A A' (Ts 

1 V Ti Tg 

et iinpaire, au contraire, dans le developpement de 


T 3 , T 4 . 


155. Au n° 152, j’ai employe pour simplifier I’exposilion el les 
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calculs un artifice dont j’avais d^ja parle a la fin du n° 140 et que 
j’ai rappele au commencenient du n° 152. II consiste k regarder 
comme du second ordre des termes qui ne contiennent les masses 
qu’au premier degr^. 

Get artifice est l%itime k cause de I’extreme petitesse de ces 
termes; mais il n’est pas sans inconvenient. En effet, la signifi- 
cation du parametre p s’en trouve alteree. En faisant [a=o, on 
tombe surun cas particulier du Probleme des trois Corps, celui ou 
les masses perlurbatrices sont nulles et le mouvement keplerien; 
en donnant a p une certaine valeur tres petite determinee, on 
tombe sur un autre cas particulier du Probieme des trois Corps, 
celui qui correspond aux veritables masses des corps que Ton 
consid^re. Mais, si I’on donne k [ji une valeur intermedia ire, les 
Equations sont celles d’un probleme de Djnamique qui n’a plus 
aucun rapport avec le Probltoe des trois Corps. 

II n’en scrait pas de m^me si Pon avait conservi^ a la lettre p sa 
signification primitive, que nous avons definie au n® 11; quelle 
que soit alors la valeur attribute a p, les Equations sont celles d’un 
cas particulier du ProbUme des trois Corps correspondant k cer- 
taines valeurs des masses. 

II serait done bien plus satisfaisant de restituer k la lettre p sa 
signification primitive et de chercber k d6velopper nos variables 
non seulement suivant les puissances de p, mais encore suivant 
celles de ces conslantes que nous avons appel^es et qui sont de 
Fordre des excentricit^s. 

Les Equations du mouvement sont encore de m^me forme; seu- 
lement la valeur moyenne de F| que j’appellerai toujours R a une 
expression plus compliqu^e. On n’a plus simplement, comme au 
n- 162 , 

(i6) R = B H-SA/Cerf-HT®); 

mais R est dSveloppable suivant les puissances croissantes de c/ 
et Tj et le second meinbre de (i6) repr^sente seulement les 
premiers termes du d^veloppement^ k savoir ceux de degr^ o 
et de degr^ n (tous les termes ^tant comme on sait de degr^ 
pair). 

D^veloppons done nos variables (i) suivant les puissances de p 
et des conservons Jies developpements (4) et soit, d’autre 
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part, 

Ap - • Ap,o Ap.i Ap.2 -j- 

(j?; 

1 Xp = ^p.o H- Xp.i -r- Xp.2 -f- 

ou 



Ap.^j Xp.^, cjf 


repr 6 sentent I’ensemble des termes qui sont de degr 4 q par rap- 
port aux Xi . 

Je suppose toujours 

Ao= const., Xo= {Vj, 

et, par consequent, 

Ao.^ = Xo.g = o pour ^>0; 
inaisje ne suppose plus 

(jf = cos T? = sin 

Je suppose que 

0-0 0.0 
=T^ =0: 

gj ^ cos wj, T®** = sin w'l, 

Mais (7" ^5 ne seront pas nuls. 

Ces hypotheses faites, reprenons le calcul du n® 1 S 2 . 

Nous avons envisage d’abord les equations ( 6 ) eny faisant/? = o. 
Ces equations seront satisfaites pourvu que, /z'® etant nul, cr? et 
ne dependent pas des pp’/, mais seulementdes ce que nous sup- 
poserons. 

Viennent ensuite les equations (7), en y faisant p i (cf. equa- 
tions 8 bis du n° 152 ); mais il inaporte de remarquer que la forme 
des equations (6) et (7) est nn peu modifiee. 

Envisageons, en elfet, dans(6, 3 , /?), (6, 4 ? p), (7, 3 ,p), (7, 4, /?), 
le dernier terme du deuxieme membre. Ce terme doit s’dcrire 


( 18 ) 


Pour (6, 3, p) 
Pour (6, 4, p). 
Pour (7, 3, />). 


Pout (7, 4, p). 

\ ' 

H. P. - II. 


^ dwjf ^ dw'k 


dz\ 

'dwk 




oft? 

d«>'k 




.V 'H- 




10 
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Au 152 , cT® et se reduisant a 

x'^ cos et sin 


ces quatre termes se r^duisaient a 


± n^x'^ 


sin 

cos 


mais ici il n’en est plus de m^me et il faul conserver ^ ces termes 
leur expression (i8). 

Les equations (7) pour i s’ecriront alors 


^19) 


^ [Li]=^=o, 


dK ,1 


daf “* * dw// 


Il faut supposer, bien entendu, que dans R on a remplace A, X, 
O' I el T/ par Ao, Xq, et 

Ces Equations sont, sous une forme diff^rente, les m6mes qui 
ont fait I’objet du Chapitre X. La premiere est satisfaite d’elle- 
m^me. Exatninons done les deux dernieres Equations qui doivent 
determiner <r® et xj . 

Developpons les n[' suivant les puissances des et soit 


(20) 




^ etant I’ensemble des termes de degre q par rapport aux cdi . 

Substituons, dans les deux dernieres equations (19), les d^velop- 
pements (17) et (20) a la place des o;?, des x®, des , et egalons 
les termes de meme degr^ dans les deux membres. Posons d’ail- 
leurs pour abr^ger 


du 

'^k 


Si nous egalons les termes de premier degre par rapport aux ^ 
il viendra 




A't? '=^ 2A?af* 


ces equations sont satisfaites pourvu que 
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Supposons maintenant que Pon ait d6termin6 


0.1 

1 

_0.2 

, • 

0.^-1 

* • J ) 

J 


0 <7-1 

• * 1 5 

5 

Til , 

Tip <7-2 


et que Ton se propose de determiner 

figalons dans les deux membres des deuxdernleres equations ( 1 9) 
les termes de degre q. Ces termes seront : 

Dans la troisieme equation : 


Premier membre . 
Second membre. . 


2 quantiles connues 

J_0.1 

^ I -,/t <7—1 

' * dw\ 


quanlites connues. 


Dans la quatrieme equation : 


Premier membre . — 2 A/af quantites connues. 

dr®-* 

Second membre. . -H quantiles connues. 


Nous pouvons done dcrire 

I A*^ T J • ^ -t- np • ® O'? ^ = «p j -h 1 a?;® cos w\^ 

<pi et <^2 elant des fonctions periodiques connues des 
L’analogie de ces equations avec les equations (9) est evidente. 
On passe des unes aux autres en ebangeant [cj], [xj], vlf 
en 

On traitera done les equations (21) comme les equations (9). 
La condition du succes de la methode [k savoir que dans les equa- 
tions analogues A (10 bis) Ai -}- soit nul] doit etre remplie d’elle- 
meme, puisque nous avons demontre d’avance la possibilite du 
developpement. 

Quand on aura satisfait anx deux dernieres equations (19), 
R sera une con^tante (puisque ces deux equations admettent 
comme integrale, analogue a celle des forces vives, R = const.) 
et comme cela doit ,etre vrai quelles que soient les constantes Ao 
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et Ajj, la d^riv^e — — devra ^galement ^tre une constante, depen- 
dant seulement des Aq et des cd^. 

Mais on a 


[k]^ 


dKl 


‘^[Ai]- 


d^'Po rw-, dR 

dA^dk^ dA^ 


Les derivees de Fo sont des constantes. La premiere equation (8) 
nous apprend qu’il en est de inline de [A^] et [A'J. Done [/^] esl 
aussi une constante que nous pourrons egaler 4 /zj, et nous aurons 
ainsi satisfait a la deuxieme equation (19). 

All n® 1 S 2 , nous avons ensuite determine successivement 
_ [A^] (etj par consequent A^, puisque [A(] est une constante 
que Ton pent choisir arbitrairement), c} — — [tJ], — [X^], 

par (6, I , i), (6, 3 , i), (6, 4 , 0 et (6, 2, i). Je n'ai rien a changer 
Cl cette par tie du calcuL 
Deierminons maintenant 


[a/J et [tJ], 


et pour cela considerons les equations (7, 3 , 2) et (7, 4 ? s)* Ces 
equations prennent la forme 


(22) 


wr V d^B. - j. d^K 

A [i, ] - -4-J^ [1^*] +2^ ^^0 

wr_n _ V r ll "V 

^ 2i d<!« jLchldzl 




dnj 




et <ft> etant connues. 

Ces equations sont analogues aux equations (9); seulement R, 
cr°, T? ayant une expression moins simple, il n’arrive plus, comme 
aun*^ 152 , que, pour la premiere de ces equations par exemple, les 
trois derniers termes du second membre se reduisent respective- 
meut ^ 

0, 2 A°[t:1 ], 

ce qui apporlait une simplification notable. 

Substituons done dans (22) a la place de c} et leurs develop- 
pements (17), ^ la place de son developpement (20) et k la place 
de son developpement 


== * ‘ H- 4-. . . 
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analogue ^ (20), Soit d’ailleurs <pf et (pf Tensemble des termes de 
et de !p2 sent de degr^ q par rapport aux 

Nous 6galerons ensuite les termes de m^me degr^ dans les deux 
membres de (22). 

En egalant d’abord les termes de degr6 o, il vient simplement 

I rW^]=:9§-2AF[c7n. 


oj et cp2 seront des constantes dependant seulement de Ao et AJ,; 
et, en elFet, en vertu du raisonnement du n® 153 , qui reste appli- 
cable sans modification, (pi et 02 sont d^veloppables suivant les 
puissances des ^'^cospp'- et des Les termes du degre o 

par rapport aux ne d^pendront done ni des x[^ ni des pp'. 

II en r^sulte que et sont aussi des constantes et que 
les premiers membres des Equations (28) sont nuls. Ces equa- 
tions (28) nous permettront alors de determiner [0*/ °] et [t]*®]. 

Supposons maintenant que Ton ait d^termin^ 


[-ri [^1% m 

[^ 1 % m 

„ -' 2.0 -' 2.1 




«t que I’on se propose de determiner 
< 24 ) [<'% 

Egalons pour cela les termes de degrd q dans les deux membres 
des equations (22). 

II vlendra, en mettant en evidence les termes dependant des 
quantites inconnues (24)? 

et etant des fonctions connues. 

Ces equations sont analogues aux equations (9); on passe en 
effet des unes aux autres en changeant 

[^ll [rl], ri? 


en 
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On pourra done trailer les equations (26) comme les Equa- 
tions (9). 

On dEterminerait ensuite 

[As], nl, [Xi], As, <x? — Tf-fT?], X2-[X2], 

comme au n® 1S2. 

Pour determiner 

[^f] et 

on se servirait des equations (7, 3 , 3 ) et (7, 4 ? Ces equations 
seraient de mEme forme queles Equations (22) et se traiteraient de 
la mEme maniEre. 


Cas particuliers remarquables. 


1 S 6 . Les deveioppements ( 4 ) et (17) ont, comme nous Tavons 
vu au n° 1B3, leurs seconds membres developpEs suivant les puis- 
sances des et des ^^.^slnpp'.. 

Si nous annulons k la fois toutesles constantes arbitraires oefy 
nos variables ne dEpendront plus des mais seulement de 
et i^2* Leurs dEveloppements procEderont suivant les lignes trigo- 
nomEtriques de 


et m2 Etant des entiers. 

D’aprEs ce que nous avons vu au n® 154 , dans le dEveloppement 
des A et des \ la somme mi -{- m2 doit Eire nulle, de sorte que ces 
variables dEpendront seulement de Wi — (^2- H en sera de mEme 
pour la mEme raison de 


(26) 


at*cosppi-4-ti 

'zi cos Wi — sin (Vi . 


II en rEsulte Evidemment que ces hjpotbEses particuHEres 
= o) correspondent au cas d’une solution pEriodique et il est 
aisE de voir que les solutions ainsi trouvees ne diffErent pas de 
celles que nous avons appelEes au Chapitre III solutions perio- 
diques de la premiere soj'te. 

On peut en conclure que les dEveloppemenls ( 4 ) qui ne sont 
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pas ordinairement convergents au seas g^om^trique du mot le 
devienaent quand on aixnule les conslantes 

Comme les constantes sont generalement petites, on voil 
que la solution r^elle ira en oscillant autour de la solution perio- 
dique sans s’en ecarter beaucoup. 

Considdrons maintenant dans le developpement de A, de A et 
des expressions (26), les termes du premier degre par rapport 
diW^x'i] nous verrons, en tenant compte des rdsultats des n® 153 
et 154, qu’ils seront de la forme 

( 27 ) cos(M^i,— wi)Ok-^'2,kX'}^sin{wk— Wi)^k, 

etant des functions p^riodiques developpables suivant les 
sinus et cosinus multiples de — (^3. 

Uinterpr^lation decer^sultat estevidente. Dans le Ghapitre IV 
nous avons considdre les equations aux variations relatives k une 
solution pdriodique donnde. Considdrons alors nos dquations du 
mouvement et la solution periodiqiie de la premiere sorle que Ton 
en obtienlen annulant tousles^'/. Les expressions (27) ne seront 
pas alors autre chose que la solution la plus gdndrale des Equations 
aux variations correspondantes. 

On en conclutque les exposants caractdristiques relalifs a cetle 
solution de la premiere sorle sont 

±)/~i{n’k— ni). 

II importe d’observer que dans cette expression les constantes 
x'l^ (dont dependent et rii) doivent dtre dgaldes k 0. 

On pent se proposer de ddduire des ddveloppements (4) et (17) 
les solutions pdriodiques de la deuxidme et de la troisidme sorte, 
ainsi que nous I’avons fait pour celles de la premidre sorte. Cela 
est un peu plus difficile. 

Pour mieux faire comprendre ce qu’ily a afaire, je vais prendre 
d’abord un exemple plus simple. Reprenons les sdries du n^ 127 
et proposons-nous d’en d6diiire les solutions p^riodiques du n® 42. 
Nous avons vu que, dans les s^ies du 127, on peut choislr arbi- 
trairement les valeurs moyennes des fonotlons p^riodiques xf et 
yf et qu’en parficulier on peut faire ce choix de telle fa(jon que 
nf soit nul toutes les fois que /> > 0. On peat mime rlaliser cette 
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condition en choisissant convenablement les valeurs moyennes 
des pendant que les valeurs moyennes des yf restent arbi- 
traires. 

Supposons done qu’on ait choisi ces valeurs moyennes de cette 
mani^re et, par consequent, que 

Ti/ = Hi • 


Supposons de plus que les aient choisis de telle sorte que 
les n'l aient certaines valeurs donnees commensurables entre elles. 
11 arrive alors, quand on veut faire le calcul du n° 127, que cer- 
tains coefficients deviennent infinis, d moins que Von ne choisisse 
convenablement les constantes Wi et les valeurs moyennes dey\ 
res tees arbitraires. 

Si ce choix est fait de la sorte, les series du n° 127 existent : 
elles sent oonver gentes et elles ne different pas de celles du n® 44. 
Revenons au ProblSme des trois Corps. 

Choisissons nos constantes Aq, et ainsi que les valeurs 
moyennes des divers termes des d^veloppeinents ( 4 ) et ( 17 ) con- 
siddr^s comme fonctions p^riodiques des et des cboisissons 
ces quantit^s, dis-je, de telle fa^on : 

1 ° Que TiJ et aient des valeurs donn^es commensurables 
entre elles (je fais observer que si Ton adopte les notations du 
n® 1S5, n\'^ est nul pour jO o) ; 

Que nl et ti'/ soient nuls pour jo > i ; 

3^^ Que 

n\ = (t = ij ‘ 2 ,, 3, 4)- 

Je puis faire ce choix de fa^on k r^aliser ces conditions et m^me 
la moiti^ des valeurs moyennes demeure arbitraire. 

II arrive alors que, si Ton vent faire le calcul des n®‘ 152 ou 155, 
certains coefficients deviennent infinis, k moins que Ton ne choi- 
sisse convenablemenit les constantes tu,* et tu'- ainsi que les valeurs 
moyennes rest^ es arbitraires. 

Si on le fait, les s^es ( 4 ) et ( 17 ) existent; elles convergent et 
ne diffi^rent pas de celles qui reprdsentent les solutions de la 
deuxi^me et de la troi^ieme sorte. 

Supposons maintenant que, sans annuler et on annule 
x^ et x^^\ on trouvera une i^^rie de solutions particuli^res du Pro- 
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bleme des trois Corps, ne dependant que des quatre arguments 

w'lj wi, flp'a : 

ce sont les solutions correspondanl aux cas du Probleme des trois 
Corps dans le plan. Le nombre des arguments est ici r^duit a 4 
comme celui des degr^s de liberte. 

Mais on peut observer que les A, les X et les expressions (26) 
ne dependent que des differences 

fvs — Wi, wj — — 

ainsi que nous I’avons vu au n® 1S4. 

Si done on prend comme variables A, a et ces expressions (26), 
le nombre des arguments est r^duit a 3. Cela correspond au cas 
du probleme du n^ 8, ou il y a 3 degr^s de liberty. 

Iraaginons maintenant que la masse de la premiere planele soil 
infiniment petite (cas d’une petite plan6te troubl6e par Jupiter). 
II arrivera d’abord que 

Cj, Xj, ar4, T4 

se reduiront k 

Vi p'i q'- 


Ces quantit^s, de m4me que A', seront des constantes et V se reduira 
II r^sulte de que 


dt 

dt 


n[ = — rr = 0. 


Le nombre de nos arguments, qui ^tait de 6, est r^uit ^ 4» ^ 
savoir 

W’i' 


II n’arrive plus ici que A, . . . ne dependent que des differences 

Wi — «'2, 

Le raisonnement du n® 184 ne nous apprend, en effet, qu’une 
chose, e’est que, dans le cas general, A depend seulement des cinq 
differences 
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Quand deux des iv[ se reduiront a des conslantes (ce qui arrive 
dans le cas particulier que nous examinons), deux de ces cinq 
arguments ne different plus que par une constante, et c’est pour 
cette raison qa’il n’en reste plus que quatre; mais il n y a aucune 
raison pour que la reduction puisse ^tre pouss^e plus loin. 

Nos variables restent d’ailleurs, en vertu du 453, develop- 
pables suivant les puissances des 

cc'i^cosw'i, 

Supposons que Ton anniile et cela correspond au cas ou les 
trois corps se meuvent dans un m^me plan (je suppose toujours 
que I’une des masses esl infiniment petite). Alors nos variables 
ne dependent plus de et il nous reste seulement trois argu- 
ments, a savoir 

tVi, 

Annulons encore la constante cela correspond au cas ou Tor- 
bite de la seconde planete est circulaire, c’est-a-dire au probUme 
du n'’ 9. 

Coinme nos variables sont developpables suivant les puissances 
des x'l^c,o?>w\ et 5?'°sin(v', et que 

X',^ = X'^ = = 0 , 

ellcs ne dependront plus ni de ni de w’g, ni de Or, en 
vertu du n^ 164, elles ne dependent que des differences 

tVi— (Vg, tvi— w'. 

Or nous venons de voir qu’il y a trois des qui ne doivent plus 
enlrer dans leur expression. Elies ne dependront plus que de 

*^^ 2 } Wi— 

Le nombre des arguments est reduit a 2 ; nous avons vu d’ail- 
leurs que le probleme du n^' 9 comporle precisement 2 degr^s 
de liberte. Si, de plus, on fait — on tombe sur les solutions 
periodiques etudi^es par M. Hill (voir le n° 41 et tenir compte de 
la remarque faite aux trois dernieres lignes). 

Si, dans la theorie de la Lune, on regarde ce satellite comme 
soumis aux seules actions de la Terre et du Soleil et que Ton 
regarde le mouvement relatif de ces deux derniers astres comme 
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keplerien, on est ramen^ a un des cas particuliers etudi^s plus 
Iiaiit. 

Mais on sera souvent conduit a tenir compte des perturbations 
eprouvees par la Terre de la part d’autres planetes, tout en con- 
tinuant a negUger Taction directe de ces planeles sur la Lune. SI 
Ton se place a ce point de vue, le mouvcment relatif de la Terre 
et du Soleiln’est plus un mouvement keplerien, mais il est conjiu, 
et la Lune reste soumise seulement a Taction de ces deux corps 
mobiles qui se meuvent d’apres line loi connue. 

Supposons done que les coordonn^es du Soleil par rapport a la 
Terre puissent s’exprimer par des series de m^me forme que cedes 
que nous avons etudiees dans ceChapiire, ct dependant de 72 argu- 
ments. On verrait aisement alors, en raisonnant a peu pres comme 
nous Tavons fait dans ce Chapitre, que les coordonn^es de la Lune 
s’exprimeront encore par des series de m^me forme dependant 
de 72 + 2 arguments. 

Pour bien faire comprendre ce quejeveux direparla, je reviens 
au probleme du n° 9 ; e’est-^-dire : imaginons que la Terre et le 
Soleil decrivent des circonferences concentriqnes ; les coordonn^es 
du Soleil dependront alors de i argument; les distances de la 
Lime a la Terre et au Soleil dependront de 2 arguments (qui sont 
ceux que je viens d’appeler les coor- 

donnees de la Lune par rapport a des axes fixes dependront 
de 72 + 2 = 3 arguments. 

Des considerations analogues sont applicables au cas ou il y a 
plus de trois corps; supposons, par exemple, qu’ily en ait quatre. 
Le nombre des vPi est alors 3 et celui des est 6. 

Supposons qiTon annule a la fois les six conslantes line pre- 
miere consequence de cette hypotbese, e’est que le mouvement se 
passe dans un plan. De plus les A, les 1 , les expressions (26) et 
par consequent les distances mutuelles des quatre corps ne vont 
plus dependre que des deux arguments 

Wi—Wif W,— PC's. 

Il ne s’ensuit pas (comme dans le cas ou, envisageant trois corps 
seulement, on annulait tous les que les series deviennent con- 
vergentes au sens geometrique du mot; mais on pent se proposer 
d’en deduire les solutions periodiques du n° SO. 
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Voici comment on doit operer. 

Choisissons nos conslantes d'integralion et les valeurs nioyennes 
des divers lermes des developpemenls ( 4 ) et ( 17 ) de telle sorte : 
que les quantites 

— 7z§, nf—nj 

aient des valeurs donnees coramensurables entre elles; 2 " que 

-- 

pour p>o. Les constantes mi et uy' et la moitie de nos valeurs 
moyennes deviennent arbitraires. 

Si Ton veut faire le calcul du n'’ 152, certains coefficients 
deviennent infinis, it moins qii^on ne clioisisse conv enablement 
les W/, fes et les valeurs moyennes restees arbitraires. 

Si Ton fait ainsi ce choix, les series existent, elles convergent 
et elles repr^sentent les solutions periodiques du n° 50. 


Conclusions. 

157. Telles sont les series auxquelles on parvient par les pro- 
c^des de calcul exposes dans les Ghapitres qui pr^c^dent. C’esl 
M. Newcomb qui en a eu la premiere id 6 e et qui a decouvert leurs 
princi pales proprieLes. 

Ces series sont divergentes, mais si Ton s’arr^te a temps dans 
le developpement, je veux dire avant d’avoir rencontre de tres 
petits diviseurs, elles repr^sentent les coordonnees avec une ti'^s 
grande approximation. 

On peul encore les utiliser d’une autre maniere. 

Imaginons que Ton s’ari’ete k un certain terme de d^veloppe- 
mcnt, puis qu’appliquant la m^thode de la variation des con- 
stantes, on prenne pour variables nouvelles les Aq, les les 
et les uy'. Ces variables nouvelles varieronl avec une extreme len- 
teur et les precedes anciens pourront ^tre appliques avec avantage 
aux Equations diff^rentielles qui d^finissent leurs variations. On 
pourra, par example, d^velopper ces variables nouvelles suivant 
les puissances du temps. 
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Probleme du n® 125. 
158. RepreDons Jes equations 


0) 

et 

(•0 


dji _ r/F 
dt doci 


dxi __ 

lit ~~ 1^1 


Nous nous proposons tie satisfaire u ces equalions a Taicle ties 
series ordonnees siiivant les sinus et cosinus des multiples des n 
arguments, 

Wl, IV2, 

series dont nous avons demon tre I’existonce an n‘* 125. 

Je rappelle d’ailleurs que Ton a 



«’A = i 

o(, par consequent, 

1 ^ dxt dxi 



(3) 

1 V 'tn 


( “ dt ■ 


All n‘» 127, nous nous sommes servi pour determiner ces series 
des Equations (i) et ( 2 ); mais on pent op^rer autrement. 

Nous avons d’abord I’int^grale des forces vives 

F = const. 

H. P. -II. 
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D’aiitre part, Texpression 


(-5) 'ix^dri 

doit 6tre une diffcrcnlielle exacte et, comme les sont des con- 
stantes, il doit cn ^tre de ir»6me de 


ce qni doxine 
(6) 


— = dS, 


dS 

dw/i 


^{cc, — x\) 


dyi 

dwk' 


Je dis maintenant que les equations ( 2 ) sont une cons^qiienc(‘ 
des equations (i), (3), (4) et (6). En effel, les Equations (6) sigiii- 
fieiit que Pexpression ( 0 ) est une dilTerentielle exacte et les con- 
ditions d’integrabilite de cettc expression peuvent s’ecrire 

^ / dxi dr I dxi 

2di\d^Vff divjc dWK d<.Vq] 

Mnltiplions cette equation par nq\ puis, conservant a k une 
valeur conslante, faisons successivement gr = i ^ 2 , . . . , /i. 

Enfin ajoutons les n Equations ainsi oblenues; il viendra, en 
tenant compte de (3), 

*V‘ d[/A ___ 

diVfc dwji dt 


ou, en tenant compte de (i) 


dxi dxi 
dt dwk 


\ d? dxi 
idxi dwjc 


DifFerenlions maintenant (4) par rapport a il viendra 


2 


d? dxi 
dXi dwk 


-2 


dyi dwk 


0 


ou, en rapprochant de (8), 


d’ou 



dxi dyt 

dt dvt^ic 


2 — 

dyt dwjc 


(A' = i, 2 , .... n), 


dxi _ <3?F 
dt dyi 


C. Q. P. D. 
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Nous pouvonsdonc determiner nos series a Taide des equations 
suivantes 

(4), (6) 

et 


(idis) 




dwk 


dF 

dxi 


Dans ces diverses equations remplagons les Xi^ les les /^Ael S 
par leurs developpements suivant les puissances de [a 

SjxP/ii SfjiPSp. 

Egalons ensuite dans les deux membres les coefficients des 
puissances semblables de pt. 

Nous obtiendrons ainsi une serie d 'equations qui nous permet- 
tront de determiner par recurrence les coefficients des series. 

Imaginons en effet qu’on ait calcuie 


r?, y\, y\, 

4 ) n|, 

So, Si, 






yi 

Sp-j, 


et qu’on se propose de determiner 


Sp. 

Dans requation (4) egalons les coefficients de il viendra 
(9) ^ -4- const. 

Je designe parO, ainsi que je Ic ferai dans tout ce Chapitre, une 
fonction quelconque, entierement conniie et periodique des tr. 
Inutile d’ajonter que les diverses fonctions que je designe ainsi 
par ^ ne sont pas identiques. Quant a la constante du second 
membre de ( 9 ), elle est arbitraire comme la constante du second 
membre de ( 4 )* 

figalons maintenant dans les deux membres de ( 6 ) les coeffi- 
cients de [x/’, il viendra 
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d’ou, tenant compte de (9), 

(,,) 2 71, ^ = + const. 

La fonction doit avoir toutes ses d^riv^es p^riodiques par 
rapport aux w, c’est-^-dire qu’elle doil 6tre de la forme 


* 4 “ ^2 ^fi.p " 4 " 

les <Xi.p etanl des constantes et o une fonction periodique. 

L'equation (i i), par un calcul tout semblable it I’int^gration de 
I’^uation (6) du n" 125, nous fera connaitre S^. J’ajonte que les 
constantes a*.j, peuvent 6tre choisies arbitrairement en fonctions 
des constantes .r", puisque la constante du second membre de (i i) 
est elle-meme arbitraire. 

S;, etant determine, les equations (lo) nous donneront les 
dont la valeur moyenne a^.j, pent, comme nous venons de le voir, 
6tre choisie arbitrairement. 

Les xf etant connus, ^galons dans les deux membres de (i bis) 
les coefficients de [jU*. II viendra 


(12) 




On commencera par determiner la constante nf de facon a 
annuler la valeur moyenne du deuxieme membre de (12). L’equa- 
tion (la) nous donnera ensuite par un calcul lout semblable 
a celui du n^ 127. Observons en passant que la valeur moyenne 
de j'f peut etre choisie arbitrairement en fonction des 


Autre exemple. 

1S9. Soient 

U) ?2j •••> 

nos n paires de variables conjugu6es. 

SupposoDS que F soit developpable suivant les puissances crois- 
santes des 5/ et des r,j-; que dans ce d^veloppement il n’y ait pas 
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-de terme de degre o, ni de degre i, et que les termes da deuxieme 
degr^ s’dcrivent 

J’ecris avec des parentheses pour le carre de aim de ne 
pas confondre avec la notation que nous emploierons plus loin^ 
et ou le 2 sera un indice et non un exposant. 

Soient alors 


/ V ^ ^ 

dt d'c^i di ~ d^i 
nos Equations differenliclles. 

Je suppose que Pon veuille developper les et les r^i suivant 
les puissances de certaines constantes d’int^ration a/ et j’ecris 

Tfi = tqJ T,? -h. . .4- r,f -4-. . - 

Les et les Tif representeront les termes du developpement qui 
sont d’ordre p par rapport aux a^. Ce devront Hre des fonctions 
p^riodiques par rappoiH h n arguments 

Wi, «>2, 


On devra avoir d’ailleurs 


= a/cos Wf, r,} — oci sin Wi. 


On aura, d’aiitre part, 


njc ~ nl ^ nl^ . . , 

nji ^tant d^velopp^ suivant les puissances des et repr^sentant 
I’ensemble des termes d’ordre p par rapport aux a/. Nos Equations 
difF(6rentieIles deviennent 






-‘k k 


d\t' 


D’autre part, 


2|, dm 
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doit ^tre line differenlielle exacte et il en sera nalurellemenl de 
meme de 

Je remarque enfm que S doit 6tre aussi developpe selon les 
puissances des et je designe par I’ensemble des lermes de 
degr6 p. 

Je pose aussi 

== cos«P»/ -f- Tii sin tv/, 
ft = sin tv/ TQi cos tvi 
et 

a7,= S5?f, 

d'ou 

cos tVf 7)f sin tv,, 
fi-li sin tv, -I- Tjf cos tv/, 
xl = cos tv/ 4 - 7)? sin tv, = a„ 

7? = 0 . 

On trouvc d'*abord aisement 

Observons ensuite que les Equations ( 2 ) nous donnenl 
, , V « dxi dF dF . 


Nous aliens 
r^quation 

(5 

et de 
( 6 ) 


calculer nos series a Taide de Tequation (4), de 
F = const. 


dS dy}/ 

dwjt dwjt dwf. 


Les Equations (3) et par consequent les equations ( 2 ) et (i) 
s’en deduisent, en effet, trSs aisement. 
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Supposons done que Ton ait determine 


V, 

P 

Si } * • • 

te-i. 

' ?i j 


Ui 1 • • 

. r,r‘; 

xl, 

xj, . . . 

, ^r'; 

yl> 

••• 

, rf-'; 


nl ... 

»— 2 

1 4 ; 

s., 

82, . . 

’ Sp, 


(*t que Ton se propose de determiner 


5^5 jf, ri% S Sp+i. 

Egalons dans les deux membres de (4) les Lermes d’ordre 
(Ians les deux merabres de ( 5 ) et de (6) les termes d’ordre p 
Je poserai pourabreger, comme dans le Chapitre precedent, 


11 viendra alors 


Aw = 


Inl 


du 

d^k 


( 7 ) 

(«) 


A^f = ^ -h 2 cos w, -i- -/)f sin x\^ 

S 2 A, ( -I- ijf ) + 4> 4- const . = 0, 




dwi 


dwk 




dw/, 


• 4 >. 


Si nous remarquons que 

_ TjJ dr^l = 


nous pourrons ecrire 
( 9 ) ~d^ ~ 


Si nous combinons (8) et(9), nous aurons 
(lo) ASy^H-i = ^ -7- const.; 

d’autre part, (9) pourra s’ecrire 


(n) 


dwi. 


= 0 , 


+ 
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el (7) s’ecriru 
) 
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Alors Tequalion (10) noiib fcra connaitre re(|ualion (11) 

nous donnera lesjrf ; en ccrivanl qiie la valeurmojenne du second 
membre de esL nulle, nous obtiendrons el I’equa- 

Uon (12) nous donnera cnsuile )'f. Connaissant ainsi rf el 
nous aurons cl 7if . 

On aurait pu, pour determiner ces quanlilcs, se servir dos equa- 
tions suivanles, deduiles de (2) en cgalant les termes d’ordre j> 
dans les denx membres, el analogues anx equations (9) du n*^ 152 : 

( I *> ) = 2 Ai r^f -h nf ^ r^ } <[>, 

04 ) Arjf = — 2 — /if-' ^ 4 >. 

On aurait vu alors, par un raisonnement lout pared a celul du 
11“ 153 , que les vif sont d^veloppables suivant les puissances 
des 

a^cosu’/, a/sinu'/, 

el qu’il on est de ineme des nf (e’est-a-dire que ccs quanlit^s qui 
ne dependent pas des seront ddveloppables suivant les puis- 
sances pa ires des a^). 

II en estd’ailleurs evidemmentde nieme des lernies periodiques 
de en vcrtii de I’equation (10). 

On salt que 

S/;+l = Pi tVi p2 U-’2 -i~ • • • “H p/i -+- S^+.i , 

les etant des constanles et etanl p^riocliquc. 

Pour Tequation (10) et im raisonnement analogue a celui 
<lu n® 153 nous apprennent que la condition est remplie. Quant 
aux on pent les cboisir arbitrairement ; nous ponvons done 
supposer que Pa est d^veloppable suivant les puissances paires 
des oLi et divisible par (aA)-. 

II est inutile de r^p6ter ici ce raisonnement du n’’ 153 * 

Indiquons seulement en passant ce qui se passe quand on traite 
r{‘quation (i 1). Cette Equation nous donne la valeur de et 
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ceLLe valeur doit, bien enLenclu, etrc divisible par a/, el, en efTel, 
dS 

je dis que ^ sont divisibles par a;,. 

J’observe que si 6 esl une foxiction developpable suivanl les 
puissances des a/coscr^ eL a^siiup/ el qu’on devcioppe cetle fonc- 
lion en serie trigonom^Lrique, le coefficienLdu cosinnsoii du sinus 
de 

nil iPi -h y«2 u'2 -i - . . . fiin (p/j 1 

dans ce developpcment, sera divisible par 



Done, les coefficients des termes depeiidanl de cv’a sont divisibles 
par a/^; done est divisible par a^. 

Or 

ci^n divk 


et fi* a ^,16 choisi divisible par et doit T^tre aussi d'apr^s 

ce que nous venons de voir. Done il en est de m6inc 

D’aulre part, 0 est une sonimede tennes j chacuu de ces lerines 
est le produitde facteurs dont Tun est de la forme 

o. 

dwK diVk 


et est par consequent divisible par a^. 
Done est ^galement divisible par a^. 


c. g. F. D. 


160. Supposons que F ddpende d’un parametre tres pelit p. el 


soil 


F rr pFi-h p^Fg-f-. . 


Je suppose toujours que F est developpable suivanl les puis- 
sances des li et des vii, que le d^veloppement deFo commence par 
des termes du deuxi^me degrd et que ces termes s’^crivent 
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Mais je suppose quele developpenient deF^, Fo, . . . , commence 
par des termes du premier degre. 

Je me propose de develop per 

y i'> 

non plus seulement suivant les puissances des constantes a^, mais 
siiivantles puissances de ces constantes et celles de 
Je design e par 


5/^ <7 

'oi 5 








^p.q 


les termes de ces developpements qui sont de degr6 p par rapport 
aux a/ et de degre q par rapport a [Ji. 

J’aurai d’aiileurs 


COSW 4 , 7)^'^ = ar'Sin 


d’oti 


^ nr =.^2 A,, 

On aura d’aillenrs 

dS^lldr,, 

So.o = Sj.o = o, 

S2.0 = — i V 


Snpposons alors que I’on ait calculi 


ta.b 
?/ 7 


Oi 7 


^a.h 


yi 3 


^4 


a-l h 




(a:lp, a-f- ^1/? + ^r), 


a Fexception de la combinaison b = q qu’on se propose 

de calculer 


pKU p.q p.tj p.q „-P-iy S ^4 


Reprenons les Equations (i), (li), (3), (4), (5), (6). figalons 
dans les deux membres de (4) les termes d’ordre p par rapport 
aux a/ et d’ordre q par rapport a [jl. figalons de meme dans (5) 
et (6) les termes d’ordre P'^\ par rapport anx et q par rap- 
port a p. 
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Soit 




du 

dw/J 


Nous retrouverons alors les equations (7), (8j, (9), (lo), (ii), 
(12), (i3), (i4) avec cetle difference queles indices simples (supe- 
rieurs ou inferieurs) -4- 1 o\\ p — i seront remplac^s par des 
indices doubles + ou p — \*q et que les indices 

simples 1 ou o seront remplac^s par des indices doubles i.o 
ou 0.0. 

On se servira de ces equations comme dans le num^ro prece- 
dent pour determiner successivemenl <2t 

par consequent ^ et y\f 

On verraitj comme au n'^ 153, que et vjf sont developpables 
SLiivant les puissances de 

c^kcoswi ct a4.sin(^^A. 


II en r^sulte que et rjJ ^ sont des conslantcs. 

D’autre part, il con\ient d’observer que la remarque du n° 126, 
en verUi de laquelle les valeurs moyennes de ccf et/f peuvent 
^tre choisies arbitrairement n’est applicable ici qii’avec certaines 
restrictions. 

Reprenons en effet le raisonnement du n° 126; considerons le 
developpement de et de r^i selon les puissances de p. et des a^. 
Changedns-y a/ et en 

<fi et dtant deux fonctions ddveloppables suivant les puissances 
de p-et des(ayt)2etse rdduisant ao quandces quantit^s s’annulent. 
Les valeurs des ^9*^, ne seront pas modifides par ce change- 
mcnt. II en rdsulte que les valeurs moyennes des 

peuvent dtre choisies arbitrairement, mais qu’il n’en est pas de 
mdme de celles des 

0 ,q 

i Ji • 

On voit d’ailleurs aisdment que ces dernidres valeurs moyennes 
doivent dtre nulles. 
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Siipposons maiatenant qu’on revienne aux equations num^- 
rotees (i) a (6) el que Ton envisage dans les equations (i) a (4) 
les tei'mes de degre o par rapport aux a/, et dans les equalions (5) 
et(6) les termcs de degre o ou i par rapport aux a/, on obtiendra 
dcs equations dont la forme dilFerera un pen de celle des (Equa- 
tions niiraerotiEes (7) a (i4) et sur lesquelles par consequent il 
est necessaire de rcvenir. 

Cette difference de forme provient d’abord de ce que esl 

nul si/? = 0, et, ffautre part, de ce que, if ^ et vif ^ ^tant des con- 
stantes, 

II nous suffira d’ailleurs de consid^rer les equations (i), (2), 

( 5) et (6) dont (3) et (4) se d4duisent immMiatement. Posons, 
pour abreger, 

D<3rinissons de m4me '/jf et et soit F* le resultat de la substi- 
tution de if et de dans F a la place de et 

Les termes de degr^ o de (i) et (2) nous donneront 

dF* _ dF* _ 

- dr;, - 

Ces deux equations nous permettront de determiner par recur- 
rence les if ^ et 

Les termes de degre 0 ct i de (5) nous donneront 
F* = const. 
dF* d¥* ^ 

I^a premiere de ces deux equations nous permet de determiner 
la constante du deuxieme membre [qui ne pent pas Itre choisie 
arbitrairement comme pouvait rStre la constante de I’equation (8) 
quand on supposait p > i]. 

La seconde equation est satisfaite d’elle-meme et la constante 
du deuxieme membre doit ^tre nulle, puisque les deux derivees 
de F* sont nulles. 
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Reste I’equation (6); les termes du degre o nous donnent 
So.i •+- So .2 "H. . .) = o, 

en remarqiiant que, les -/i* etaat des constantes, est nul. II 
suffit, pour satisfaire a celte Equation, de supposer que les sent 
des constantes. 

Les termes de degr^ i nous donnent 


<^(Si.o-l- Si.i -h Si.2 -h. . .) = dr^l — S 
II suffit, pour y satisfaire, de supposer 

Les termes de degre o et i n’engendreront done pas de diffi- 
cult^s, ainsi qu’on aurait pu le craindre. 


Probl^me du n® 134. 

161. Lam^memethode est^vlderament applicable au pi'obleme 
du n‘’ 134. Reprenons les notations du n° 151. 

Reprenons les Equations (i) ^ (6) du n" 158, en convenant que 
les signes S porteront non seulement sur tons les Xi (ou sur tous 
lesj^f, 011 sur tous les (Ve,etc .)5 maisa la fois sur les ^rj-e ties j?'(ou 
sur les JO et les ou sur les et les (v', etc.). 

On verrait alors, comme au n® 158, que les equations ( 2 ) sonl 
des consequences des equations (i), (3), (1) et (6). Nous conser- 
verons done les equations (4), (6) et (i bis) qui vont nous servir 
a la d^Lermination de nos inconnues. 

Nous aliens, comme au n® 158, remplacer dans ces diverses 
equations les les les tu et S par leurs d^veloppements sui- 
vant les puissances de [a et egaler ensuite dans les deux membres 
les coefficients des puissances semblables de p. 

Mais les Equations ainsi obtenues ne sonl pas les scales donl 
j’aurai k faire usage : je me servirai ^galemenldecelles que Ton en 
dMuit en ^galant dans les deux membres les valeurs moyennes 
prises par rapport aux ppa seulement (et non par rapport aux 

Soil U une fonction quelconque pdriodique par rapport aux Pt' 
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et aux tr'. Je d^signerai, comme au ISl, par [U] sa valeur 
moycnne prise par rapportaux seulement etpar [[U]] sa valeur 
moyenne prise a la fois par rapport aux et aux iv'. 


On aura alors 



mais eri general 


dm 

chv[. 


o. 


Quant a S, ce n’est pas une fonction periodique, mais seule- 
ment line fonction dont les d^riv^es sont periodiques. 

On aura done seulement 



= const. 


Imaginons maintenant que I’on ait calculi completement 


x}, xf, rrf s 

j'n jrs 

» • • • ? } 

So? Si, S/;-2) 

ainsi que et d une fonction arbitraire pres des 

etqu’on se propose d’achever la determination 
etS^_i etde calculernj^ completement ainsi que 7 f etS^ d tme 
fonction arbitraire pres des fv'. 

L’^quation ( 9 ) dii n° 158, obtenue en ^galant dans I’^quation ( 4 ) 
les termes en prendra une forme un peu differente, parce que 
le second membre ne sera plus enti^rement connu. Elle s’ecrira 


(ij bis) ->-2 ‘ + const. 


Dans le cas de p = i, on a simplement 


(9 ter) y/ilxl= Fi 4- const. 

1 1 va sans dire que, dans Fi, Xi est suppose remplace par 
ety/par 

Le second membre de (9 bis) n’esl pas entierement connu parce 
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([Lie ^ et ne sont connus qu’a une fonction arbilraire pres 
dos fr'. 

Prenons iiiainLenaDt l’(jqnatioii (10)5 ici encorej le second 
membre n etant plus entierenienl connu, la forme s’en trouve tin 
peu changee et nous devons ecrire 


{\Qhis) ^ 




dwj, ^ ^ awj. 


diVb 




Si nous observons mainlenant que 

et y'r'-{y'r] 

sont connus, nos equations (9 bis) el (lo bis) pourront s’ecrire 
(9a) [7r‘]-i-2^[a:r‘]-'J>-5-con^l., 

(to a) I V ra:^'~‘1 a-* 

On voit le r 61 e que joue c’est ce qui m'engage a determiner 

d’abord cette quantity en m’occupant en detail de la premiere 
approximation. Pour cela nous avons P^quation (9 ter) ecrite 
plus haul et I’equation 


( 10 ter) 


d^k~ 


de sorte que (9 ter) devient 

SrtJ = Fi-h const. 

J’observe d’abord que les n\^ sont nuls et que je puis, par con- 
sequent derive, 

(96) S4a|^=Fi+const., 

cQ convenant de designer par S une somtnation portant sur les Xt 
iculement ou sur les x'l seulement, tandis que S d^signe, comme 
nous I’avons vu plus haul, une sommation portanl a la fois sur 
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les Xi et les x[. Si nous prenons les valeurs moyennes des deux 
niembres, il viendra, pnisque 


Jl viendra, dis-je, 



const., 


[Fi] = const. 


Mais [F^], c’esl K qiii ne depend que des et des conime 
ce soni la des constantes arbitraires, la constante du second 
membre est egalcment arbitraire et I’equation (9 h) s’int^grera 
sans difficulte. 

Egalons maintenant dans les deux membres de (1 bis) les termes 
dll premier degre, il viendra 








d'-V„ 

f, r/vT J dxl 


-y.l 




Le second membre est enlieremeni connu; eii effet, le second 
terme ne depend que des et desy^^ = le premier depend en 
outre des (et non des x'l , puisque F© par hypothese ne depend 

dS 

pas des x'J; mais ces quantiles sent %ales aux qiii sont con- 

nues, pnisque a etd d^Lerminee a line fonction arbitraire pres 
des (rjr. 

En outre, la valeiir moyenne de ce second membre, prise par 
rapport aux seulement, esL une constante. 

En effet, cette valeur moyenne esL egale a 


Or 


1 dx^ dx\ 


WJ- 


d[F,] 

dxf 



const., 


^[Ft l ^ 
dx'^ dxf 


consl., 


puisque R ne depend que des x^ et des x\^ qui sont des constan Les. 

Done la valeur moyenne de ce second membre ^tant une con- 
stante, nous pourroos y egaler Jil. On calculerait de m^me 
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seulement dans ce cas le premier terme manque et il reste sim- 
plement 

„ dR 




dx\^ 


L’equation s’integrera alors sans difficulte et nous donnera^j% 
a une fonction arbitraire pres des cv'. 

Ce que je dis de y\ s’applique sans changement a y'' . Quant 

a il est 6gal k ^7 et est par consequent connu, a une fonction 


arbitraire pres des tv'. 

Revenons aux equations (9 a) et (10 a). 

Prenons les valeurs moyennes des deux membres par rapport 
aux (V seulement, faisons d’abord cette operation pour (10 a), en 


d^ 


supposant que la derivee est prise par rapport a une des quan- 


tites (Va et non par rapport k une des quantit^s Nous aurons 



d’ou enfin 


(10 c) 4- const, arb. 

Operons de m^me pour (9 a), il viendra (puisque = 0), 


rcfFil ^ ^ 

VdF^l _ ^ 
\_dxf] dx^ 


= 0, 

= const, (ionnee. 


Nous aurons done 

(9c) 


d’ou, en rapprochanl de (10 c), 



4- const. 


H. P. - IL 


12 
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OU 


sSk-m- 


dK 

dx\^ 




<f> -h const. 


Mais connu a une constante pres; nous avons, en elTet, 

une equation analogue ^ (lo c), en changeant/? en /? 


= $-1- const. 


En tenant compte de J’egalite 


jm 

dx'^^ 


nous pouvons done ecrire 


g n!i^ ^ -h const. 


Revenons maintenant k 1 equation (lo a), mais en y changeanl w/, 
en et p p — 2. 

Si nous observons que et [/f sont connus, cette Equa- 

tion pourra s’Ecrire 


(ro d) 


dSp^i 

dw'/c 




est une somme de termes dont les uns sont pEriodiques par 
rapport aux tr et aux pp', tandis que les autres se rEduisent a une 
constante multipliee par Tun des w ou Tun des pp^; e’est ce qui 
resulte de Thypothese faite plus haut que les dErivees de Sp^i 
sont periodiques. 

Si dans cette somme de termes nous supprimons tous ceux qui 
dependent des tv, il nous restera une fonction des pc/ que nous 
pourrons appeler [S;,_i], et, comme nous avons supposE la fonc- 
tion connue a une fonction arbitraire prEs des pp', nous pour- 
rons dire que nous connaissons S^^i — mais non [S;,_<]. 

Nous avons alors 

el, par consEquent, 

§ -h const., 


equation qui donne [Sy,, 4] et achEve ainsi la dEtermination de . 
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L’equation {lod) et Pequation analogue 

ach^vent alors la determination de et 

£galons maintenant dans les deux membres de (i bis) les termes 
de degre /?, il viendra 

(i 26 m) s«^^ + S7i|.-^_+raf=$ + A + B, 

A representant le coefficient de dans — et B celui de 
dans — 

doc I 

Fo ne depend qiie des^/, qui sont maintenant entierement connus 
jusqu’aux inclusivement. Nous pourrons done dcrire 

De meme les etant entierement connus, nous aurons 


2dkdy‘^dxi^'‘ ’ 


ou m^me, puisque nous connaissons 


ik dy\ dx'l 


br']- 


D’autre part, les sont nuls, et commeyf"^ est connu k une 
fonction arbitraire pres des (v', on a 


y„o ^y'' _ sn» 






I dx^ dx1 *■ 


-V ryf-M 

jU dyldx} '• 
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Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres, en 
observant que 

il vient 



(12 h) 


Sn,} 




dw\. 


[ 

1 dxl dso\ 


14 ]- 


Nous avons trouv6 plus baut 
(10 c) [OD^] = const, arb.; 


ce qui signifie que, la coastante du second membre pouvant ilve 
choisie arbitrairement, est connue. On a done 


(I2C) 




n d[yr^] 




= ^ — n 


p 

I • 


On profitera de nf pour annular la valeur moyenne du deuxi^me 
membre et celte Equation (12 c) s’int^grera sans peine et nous 
donnera 

On calculeralt de m^me et [7'/“^], de sorte que , 

sont main tenant entierement connus. 

Les Equations (9 bis) et (10 bis) peuvent alors s’6crire 


( 9 «) 


S = 8 n%x^ = <i> h- const., 


(loe) 





(Jo/) 

d^ou r Equation 


dw 






:<l> 4- const, arb., 


qui determine a une fonction inconnue prfes des w' (car nous 
avons plus haul choisi [Sj9_<] de fa90n que la valeur moyenne du 
deuxi^me membre se r^duise a une constante); ou, en d’autres 
termes, qui determine 

Sp-[S,]. 
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Les equations (lo e) et (lo f) nous donneront ensuite et 
a des fonctions pres de c’est-a-dire qu’elles detennineront 

Je dois ajouter que, (lo c) nous donnant deja nous connais- 
sons compl^tement mais non x^J^. 

L’^quation (12 a) devient alors 

(12 c) ^nl — 4 ). 

dwk 

La valeur moyenne du deuxieme membre est nulle en vertu de 
( 126 ); nous tirerons done de la 

et Ton trouverait de m^me 

yf-ly'il 


Probl^me des trois Corps. 

162. Nous prendrons pour variables independantes 
A, A', 

et comme au n® 152, supprimant des indices devenus inutiles, 
nous ecrirons \ et V au lieu de )v^ et \\ . 

Nous allons chercher a satisfaire aux Equations du probl^me en 
remplacant chacune de ces variables paries d^veloppements ( 4 ) 
du n*^ 152 et ( 17 ) du n® 155; proc^dant suivant les puissances 
de p et de certaines constantes que j’ai appeldes et x'^ dans les 
n°* 152 et 165 et que j’appellerai ici a/ par analogic avec les notations 
du n® 159 et pour dviter certaines confusions. 

On aura d’ailleurs 

Ao.o= const., AJi.o = const.; XJ.q=(V2; 

Ao.y = Ao.gr = Xo,^ = XQ.y= o (3^>o); 

_o.o _o.o _ « . 

<7, = T, = o , 

= a/costt>J; = a/sin«pj. 
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Nous avons d’abord a former I’ecjuatioii (jui doit etre analogue 
a Tequation (6) du n° 158 et ^ T^quation (6) du num^ro suivant. 
Cette Equation sera 


(6 bis) 


dS 

dwfc 




dV ^ dxi Zi) 

Uwk ^ dwu 


avec une equation analogue ou {Vk est remplac^ par 
A cette equation (6 bis) et a T^quation des forces vives 


(4 6w) F = const, 

nous adjoindrons les suivantes. En premier lieu, 
\ dX dP 


a laquelle il convient d’aj outer une autre Equation de m^me forme 
oil A el X sent remplac^s par A' et V. D’ailleurs disons une fois 
pour toutes que, sans qu’il soit necessaire de le r^pdter, il sera con- 
venu qu’a toute equation non sym^trique en A et A'; \ et V, etc., 
il faut en adjoindre une autre ou ces lettres sont permut^es. Les 
signes S et 8 conservent le m^me sens que dans le num^ro pr^- 
cMent. En second lieu, nous aurons encore des Equations ana- 
logues aux Equations (4) du n® 159. 

Pour cela posons, comme dans ce num^ro, 

Xi = ff/ cos w, ’+■ Zi sin 
yi = sin w\ — Zi cos 


d’ou 

Nous aurons alors 
(7) 


= of cos w'l -h T:f -^sin 


dxi dP f dP . . , 


(8) 


dyi rfF 
= -^r i 


rfF 
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On verrait, comme dans les num^ros precedents, que Tequation 

dk _ dF 
dt ^ dk 


et les equations (7) sont une consequence necessaire des equa- 
tions (6 bis)^ (4 bis)^ (i bis) et(8). Ces dernieres suffisent done 
pour resoudre le probleme. 

Le probleme aiusi pos^ presente, combinees entre elles, tonics 
les difficultes que nous avons resolues s^parement dans les pre- 
miers numciros de ce Chapitre^ les m^mes precedes sont appli- 
cables. 

J’emploierai la notation suivante, pour abr^ger certaines Ven- 
tures ; I’ecrirai 

[{ 7 / dVveloppements (17) page i 45 ]; je ferai usage de notations 
analogues pour les lettres autres que o-i. 

Cela posV, commencons par annuler [jl dans toutes nos equa- 
tions; (4 bis) nous donnera 

(\a) Fo(Ao, = const. 

Comme la constante du second membre est arbitraire, nous satis- 
ferons a cette Equation en donnant a Aq et AJ, des valeurs con- 
stantes arbitraires. Nous pourrons supposer, comme nous I’avons 
fait plus haut, que ces cons tan tes sont indVpendantes des a/, e’est- 
a-dire que 

Ao.^ = 0 pour ^ > o. 


Nous aurons ensuite, en partant de (6 bis)^ 
(6a) 


d^k 2d' 


dwk 


dwk 


Quant a (1 bis)^ il se rVduira a 


^0 


dM. 


et de mVme 



i8o 
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Les equations ( 7 ) et ( 8 ) nous donuent 
(7«) 


(Ha) 




' dwi 




On satisfera a ces equations en siipposant que les n'^ sont nuls et 
que les les/f, les ( 7 ,^ les ne dependent pas des fv, mais seu- 
lement des 

Determinons maintenant So on plut 6 t 


So~[So]. 

(ilomme les o’® et les ne dependent pas des [’equation (6 a) 
nous donne 

dSo d^So 

dw^ dw% ’ 


ce qui signifie que So ne depend pas des tv, mais seulementdes tv'. 

Consid^rons maintenant dans nos Equations les termes du pre- 
mier degr^ en p,. L’^quation (4 bis) va nous donner 

(^b) 8/i5 Ai= /ij Ai -f- /i| Aj = Fj-h const. 


L’^quation (6 bis) nous donnera 




^Si 

dwjt, 


<^0 , .c-l , T..0 


Le premier terme du secoud membre se r 6 duit 6 vldemment 
a A, pour A = i, et it A' pour k = 2 \ car uous savons que 

Xo = tvi, XJ = wj. 


Pour la m^me raison, quaud on change Wk en il vient 


(6 6') 


^Si _^r-i dvj , dxl 

div'k L ‘ dHP* ‘ dvo'k dw'k J * 


Nous avons vu plus haut que t“ ne depend ni de tv, ni de Wi, 
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et il en est de m^me de c-J* ; il vient done 


i8i 



Si done, dans {6b), nous prenons les valeurs moyennes des deux 
membres, nous aurons, en faisanl successivement /r = i ou 2 , 




En prenant alors dans {ib) les valeurs moyennes des deux 
inembresj le premier membre devient une constante arbitraire 
avec laquelle la constante du second membre peut se confondre, 
de S!)rte qu’il restera 


(4c) 


[Fi I = R = const. 


Dans Fi, les variables A, X, <ti elxi sont suppos(ics remplac^es 
par Ao, 5^07 o'? ^t t? ; comme dans R, les variables Xo et X' ont dis- 
paru, R reste une fonction des Aq, o-? et t? ; cette fonction est 
d^veloppable suivant les puissances des c? et des ; les termes 
du degre le moins ^leve sont du deuxieme degr6 et s'ecrivent 

SA/(cr?)2-f-SA,(T?)** 


Passons maintenant a T^quation (t bis)] les termes du premier 
degr^ en pi donneront 


0 c?Xi 1 ^ c?^Fo 1 

” ” dko dkl ' 






■a;. 


dkodk'f, 

En prenant les valeurs moyennes des deux membres, il vient 


(ic) 




dK d^¥o 


[At]- 


d^¥o 


-[A'l]. 


dko dkl dkodK'^ 

Celle equation nous servira tout k Theure k determiner nj. 
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Venons maintenant aus. Equations ( 7 ) et ( 8 ); elles notis don- 
neront 


( 7 b) 


V 


dxl 




“■ dwi! 


( 86 ) 


dw/c dfil 

1 ^ ^ 


dwk 


d'zl 


sm Wi - 


d^\ 

dFi 

d<J? 


sintvi — 


cos w'l -4- n'i^ 


on, en prenatit les valeurs moyennes des deux membres et remar- 
quant que ne dependent que des 


(7^) 


,, dsCi f 


d^^ 


sin w'f— K^fi- 


,, rfr? dR , , dR 


'V?* 


Nous sommes maintenant en inesure de determiner les So, 
les les et les ; I’analogie avec le probleme du a° 159 est 
en effet evidente. 

On passe du probieme actuel a celui du n*^ 159, en changeant 
respectivement 

<r?, yh So 


en 


yt'i ^A'7 s. 


Les equations (4 c), ( 7 ^), (8 e) sont alors respectivement equi- 
valenlesaux equations (5), (3) et(4) du n'^ 159. De meme I’equa- 
lion (6 a^) obtenue en changeant dans (6 a) Wk ^'k equiva- 
lente k Pequation ( 6 ) du n® 159. 

II est vrai qiieR depend non seulement des et des rnais 
encore de Ao et A' . Mais ces quantites, comme nous I’avons vu, 
doivent se reduire k des constantes. 

Les precedes du n® 159 sont done appli cables et nous donneront 




1 

f 


So- 


D’apres I’equation (4 R se reduit a une constante et cette 
cons tan te devra dependre des a/, des A© et des A^, qui soul nos 
constantes d'integration. 
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11 en r^sulte que est encore une constante. Comme [A,]^ 

[A'J et les d^rivees de Fo sont encore des constanles, le second 
membre de (i c) sera done aussi une constante, ce qui nous per- 
meitra d’y egaler n \ . 

On calculerait de m^me nj- 

Le second membre de (7 b) et de (8 Z>) est maintenant entiere- 
ment connu^ ce qui fait que ces Equations peuvent s’ecrire 

La valeur moyenne du second membre est nulle, en vertu 
de (7 c) et (8c)^ ces Equations nous permettront done de calculer 


et par consequent 




Mais il vaut mieux operer autrement. 
En egalant dans les deux membres de 


(A) 

les termes en [x, il vient 

(B) 

qui nous fera connaitre 


d'Zj 

dt 


d^i 


^n% 


0 


dw/e 






dx} 

dwk 


L’^quation (66) pour = nous donne alors 
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Alors, comme F^ est conna, et que la constante du second 
inembre de (4 b) a ete choisie plus haut d’une mani^re arbilraire, 
(46) devient 


Q w 9 — d> 


equation qui determine 
et, par consequent, 


Si~[S,] 

Ai — [Ai], Ai [Ai]. 


(]omme [A^] et [A' ] sont, comme je Tai dit plus taut, des constantes 
(jiie ]’oQ peut choisir arbitrairemenl, A^ et A^ sont connus. 
L’equation (6 b^) nous donne alors 


(C) 




1 , dz}^ 

ou, en prenant ies valeurs mojennes et remarquant que^^r ne 


depend pas des 


*■ dw'i^ 


ou, en retranchant et remarquant que Sj — [S^] est connu, 


(t)) 




Nous avons ainsi une suite d’equalions lindaires d’oii nous tire- 
rons 

Observons que T^quation 


(E) 


Q 0 rfi 


d^duite de 
(F) 


dii <iF 

dt ~ dxi^ 


en ^galant les termes en p, est une consequence de (A), (B), (D) 
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et des Equations prec^demment satisfaites 

(4^), Ub), (la), ( 7 a) ( 8 a), ( 6 a), ( 6 ^»). 

Cela est presque Evident et j’y reviendrai plus loin. On en 
deduirait ensuite sans peine b) el {S b). 

Comme, d’autre part, 

G 1 ^^0 1 

est connu par (i c), T^quation (i b) peut s’toire 

La valeur moyenne de ^ 6tant nulle d’aprfes (ic), cetle equation 
nous donnera 

Xi-M. 

On obliendrait de meme 

x;-[x;]. 

Consid^rons maintenant dans nos ^nations les termes du 
second degr^ en [a. D’abord, I’dquation (4 bis) donnera 


(4^) 

De m^me, I’^quation (6 bis) donnera 


(CiJ?) 


^Sl n. ^Xq dll 

— — = e As -j h o Aj -7 — 

dwk dwjc dwk 


,, dx\ ^ , dx] ^ „ A? 

dwk ‘ dwjc dwk 


vLs 
‘ d«’k 


Prenons les valeurs moyennes des deux membres. Je dis que la 
valeur moyenne du second membre se reduira i 

[A4]+-t>. 

En effet, nous connaissons A) et — [Xt] et par consequent 
on verrailjcomme quandnousavons traiter6quation(66), que 
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D’autre part, 



Le premier terme du second iiiembre est connu, puisque nous 
connaissons o-j el t,' une fonction pres des w’. Le second terme 



II vient done finalement 


[Ag] = I j 4- -- const, arb. 

Nous aliens prendre maintenant la valeur moyenne des deux 
membres dans ( 4 <af); nous venons de trouver la valeur moyenne 
de [Ao]; considerons un terme du second membre, par example 


II vient 


d¥x 

d(j? 


cr/. 



+ [S; Ki] = [g] [.!] =•>■+ 



En operant de m^me sur les autres termes de (4^)? confondant 
en une seule les fonctions connues <I> et les constantes arbitraires, 
on trouve 


On sail en efFet que 


const. 


dl. 


= 0 . 


Passons maintenant k T^quation ( 7 ) et voyons ce qu’elle nous 
donnera. D’abord le premier membre donnera 




dwk 




1 . V«2 


dwk 




dwk 


Si nous en prenons la valeur moyenne en nous rappelant que 
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est nul ainsi que la valeur moyeane d’une deriv^e prise par rap- 
port a ou nous trouverons 





Dans le second membre, considerons d’abord le terme en 
il nous donnera 


dzi ^ 


drzl < 3 fAo * ^ ‘ ck^cThn ^ 

ou bien 



d'Z^ d'ki;^ 


[Al 


dx'ldxl 



el la valeur moyenne sera 


d'zUl-^) 



dF 

On op^rerait dememe pour Cela va nous permellre d’ecrire 

ce que deviennent les Equations ( 7 ) et ( 8 ) quand on y prend dans 
les deux membres des tei'mes du second degr^ en p.. On trouve 


(7«) ^^^=Acosw;-~Bsintvi--/i;'[7/]--n;27?, 

(8£*) Bn'^ - = A sin wi+ B cosw^l-- 72^2 a?” , 

dwi 


A et — B ^Lant les seconds membres des equations ( 22 ) du n° 155 
(p. i 48 ), d’ou les equations {'je) et ( 8 e) se d^duisent d’ailleurs 
ais^ment. Aux Equations ( 75 ) et (8e) nous adjoindrons la sui- 
vante, obtenue en prenant les valeurs moyennes dans {6b’), 


(Gc'j 




£11! 

div'. 


di 

dw^ ) 


Nous allons maintenant, al’aide des Equations (4^): (7^)? (^^)' 
( 6 g^), determiner 

[Sli- 


ces equations ne sont d’aiUeurs pas distinctes, el au Chapilre XIV 
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nous avons vii qu’on pouvait determiner ces quantiles par les 
seules equations (22) du 155 , dquivalentes a (ye) et (8e). 

Mais je veux indiquer un autre precede ou Ton se sert seulemenL 
de (4e), { 6 c') et(8e) etquise rapproche davantage de la m^thode 
que j’ai toujours suivie dans le present Chapitre. 

II pourrait done y avoir interdt a d^montrer que (7 peut se 
deduire de (4<^), {6 c') et (8e); mais pour cela il est n^cessaire 
d’examiner avec plus de detail comment (7) peut se deduire de 
(4 bis)^ (6 bis) et (8) et par consequent de faire une digression 
qui va occuper les numeros suivants. 


163 . Reprenons le probl^me et les notations du n° 158 ; les 
renvois se rapporteront tous, sauf avis contraire, a ce numero. 
Nous avons demontr^, au d^but de ce numero, que les equa- 
tions (2) sont une consequence des equations (i), ( 3 ), ( 4 ) et (6). 
Mais on peut se poser la question suivante : Supposons que Ton 
ait satisfait a touLes les equations, deduites de (i), ( 3 ), ( 4 ) et (6) 
en egalanl dans les deux membres les terraes independants de [jl, 
les termes en jjl, en pi-, et ainsi de suite jusqu’aux termes en 
inclusivement. S’ensuivra-t-il qu’on aura satisfait du m^me coup 
aux Equations deduites de (2) en ^galant dans les deux membres 
les termes tout connus, les terraes en p., en en En 

d’autres termes, je suppose qu’on ait satisfait aux Equations (i), 
( 3 ), ( 4 ) et (6) aux termes en pr^s, e’est-a-dire de telle fagon 
qu’apr^s la substitution de notre solution approchee la difference 
des deux membres soit divisible par ; s’ensuit-il que les 
equations (2) seront dgalement satisfaites aux termes en pres? 
Si les Equations (i), ( 3 ), ( 4 ) et (6) sont satisfaites aux termes en 
pr^s, il en sera de m^me des Equations que I’on en d^duit 
par voie de differentiation, d’addition ou de multiplication, telles 
par exemple que les equations (7) et (8). Les equations (7) et (8) 
seront done encore vraies, avec cette difference que dans le second 
membre 0 devra Stre remplace par une fonction ddveloppable 
suivant les puissances de pi et divisible par pLP+<. 

Nous aurons done 


y ^ ^ H 

J^dwje\dxi dt J 
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H elant divisible par ; et 11 sera permis d’en conclure que 


dyt 

dxi dt 


est 6gdi\ k une fonction de m^me forme pourvu que le determinant 
des^^ne soil pas divisible par p. Or c’est precisement ce qui 

arrive, car il se reduil k i pour p = o. 

Done les equations ( 2 ) sont satisfailes aux lermes cn pres. 

c. Q. F. D. 


Arrivons maintenant au probleme du n® 161; le raisonnement 
qui precede s’y appliquera sans ebangement, mais nous devons 
encore nous poser une autre question. 

Outre les Equations deduites de (i bis)^ ( 2 ), (4), (6) en egalant 
dans les deux membres les coefficients de nous avons encore 
a envisager celles que Ton peut obtenir en Egalant les valeurs 
moyennes des deux membres. 

Je suppose que les equations (i bis)^ (4) et (6) soient satis- 
faites aux termes pr^s en p/*. II en resultera, ainsi que nous venons 
de le voir, qu’il en sera de m^me de T^qualion ( 2 ). 

Je suppose de plus que Ton ait satisfait aux Equations obtenues 
de la mani^rc suivante : dans les equations (i bis)^ (4) et (6) ega- 
lons les coefficients de p^ et prenons ensuite les valeurs moyennes 
des deux membres. S' ensuwra-t’-il que V equation tirde de ( 2 ) 
par le m^me precede sera egalement satisfaite? 

Nous pouvons exprimer nos hypotheses de la mani^re suivante : 
les equations (1 bis)^ (4) et (6)nesont pas salisfaites exactement, 
mais la difference des deux membres est une fonction p^riodiqu<‘ 
des w et des id ^ developpable suivant les puissances de p, divi- 
sible par p^ et dont la valeur moyenne prise par rapport aux iv 
est divisible par p^*^^ . 

Je d^signerai par H loule fonction satisfaisant k ces conditions. 
11 resulte de la que la somme de deux fonctions H est une fonc- 
tion H, que la derivee de H par rapport a ou est une fonc- 
tion H. Si enfin nous niultiplions H par une fonction K p^rio- 
Jique en (v et i^d developpable suivant les puisi^ances de p, le 
produit sera encore une fonction H, pourvu que, pour p = o, K 
H. P -II. i3 
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DC depende pas des mais seulement des (v'. Nous aurons alors 


et 


V / — ~ ^xA _ 


0 . 

dt dxi ’ 


dwj\dt dxij dwf. 


• dxi 


ou 




se reduit a z^ro pour p.= 0, et est par con- 


sequent ind^pendant des w, 

11 r^sulte de la que le second membre de (8) sera encore une 
fonction H. Comme la diflferentiation de (4) donne 


y ^ ^ ^Il\ ~ H 

^\dxi dwi dyi dwj,/ 

il vient 

Zdl^Adt ^c<x// 

Ha etanl une fonction H; d’oii 


dri cfF 
dt dyi 



A ^tant le determinant des en y comprenant, bien entendu, les 

les ^7 etles Quant k Li^k^ c’est un des mineurs de A. 

Pour p = 0, A se reduit a i, A/.a ^ i ou a o : est done inde- 

pendant des w. On a par consequent 


dxi ^rr 


C. Q. F. O. 


164. Revenons maJntenant aux hypotheses du n® 1S9; adop- 
tons-en les notations et convenons que tons les renvois se rap- 
portent aux equations de ce n® lo9. II s’agit d’etablir : 

I® Que les equations (3) peuvent se deduire des equations (4), 
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(5) et ( 6 ) : c’est la an point que nous avons plus hautenonce sans 
demonstration, mais dont je vais donner main tenant une demon- 
stration qui me sera utile plus loin; 

2 ° Que si les Equations (5) et ( 6 ) sont satisfaites aux lermes 
pr^s d’ordre H- 2 par rapport aux a/, et les ^uations ( 4 ) aux 
termes pr^s d’ordre /? + 1 , les equations (3) le seront aux termes 
pres d’ordre p + i ou, en d’autres termes, que les equations (i3) 
et (i 4 ) sont une consequence des Equations ( 7 ), ( 8 ) et ( 9 ). 

Les equations ( 6 ), exprimant que dS est une difFerentielie 
exacte, nous donneront 

y / d^/ dr^i dr^j \ _ ^ 

^i\dWk dWq dW]^) ' 

d’ou I’on d^duirait, comme au n® 158, 

/ft. V / d\i dr^i d^i d^i\_ 

Zd^\dwk dt dt diVk)~~^' 

D’autre part, I’^quation (5), difF^rentiee par rapport a fv/;, 
nous donne 

/ \ dli dF d'i]i\_ 

dwk drii dw/c) 

Posons main tenant 


dL ditii . V 

_cos».,+ ^s.n«>,=X„ 

^sinop, -1- ^cos«>i=Y„ 

■^^coswi-tr -^^siawi = Xf, 

dwk dwk 

^sia«^i+^costPi=Yf, 
dwk dwk 

dF d? . * 

-T-COSWi-i- -7pSlQW,==Ao 
drii d%t 

dF . dF ^ 

dfii d%i 


En effet, avec ces nouvelles notations, les equations (3) et (4) 
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vont s’6crire respectivement 

(3) X, = A(, 

(e) Y, = B.. 

L’equation ( P) deviendra 
(P') S(XfY,— YfX,) = o 

el I’equalion (y) deviendra 
(y) 2 (XfB,-YfA,) = o. 

Je dis que de (s), (^0 et (f) on pent ddduire (3), el en effel 
de(P') et(s)on ddduit 

(0 2(XfB,.-YfX.) = o 

on enfin 

(6) SjYf(Xi-Ai) = o (A=i,2, 

Comme le determinant des Yf n’est pas nul, on ddduira de la 

Xt = Ai. c. Q. F. D. 

Supposons mainlcnant que les equations (4) soient vraies aux 
lermes prfes d’ordre jo + 1 par rapport aux a/ et les equations (5) 
et (6) aux tertnes pr^s d’ordre p + 2 . 

Alors les equations (a), (§), (y), (^') et (f ) seront vraies aux 
termes pres d’ordre p-h2, (e) aux lermes pr^s d’ordre p + i. 
Comme le developpement de Xf commence par des termes de 
premier ordre, en multipliant (e) par Xf, on obtiendra une equa- 
tion qui sera vraie aux termes pr^s d’ordre/) + 2 . 

11 suit de la que (IJ) et (6) seront satisfaites aux termes pres 
d’ordre/) + 2 . Je dis qu’il en resulte que (S) le sera aux termes 
pr6s de I’ordre jo -1- 1 . 

En effet, posons pour un instant 

a.1 = Xo', 

de telle fagon que les termes d’ordre p par rapport aux a,- 
deviennent divlsibles par \p. 
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Je poserai ensnite 

X, — = q, 

Vf-AZf. 

Ce que je me propose d’^tablir, c’est que C/ resle fini pour )* = 0 . 

L’^quation (9) etant satisfaite aux termes pres de Pordre p 
nous aurons 

restant fini pour ). = o ; d’ou 

2ZfG, = HA.. 

11 suit de la que Q reste fini pour 1 = 0 , pourvu que le determi- 
nant des Zf ne s’annule pas pour X = 0 . 

Or ce determinant se r 6 dLiit pour A = 0 a 

± 

II n’est done pas nul. c. q. f. d. 

165, Je reviens maintenant au probleme du n° 162. Je me pro- 
pose de demontrer que (7 < 2 ) est une consequence de (4 e)^ (6 c^) 
et (8 e), en supposant, bien entendu, comme nous I’avons fait plus 
haut, qu’on ait prealablement satisfait aux Equations (4 a), (4 b 
{6a),{6b),{8al{Sb),{ia),{ib), 

Ces hypotheses peuvent se traduire de la maniere suivante. 
Dire que (4 (4^) et (4^) sent satisfaites, c’est dire que 

I’on a 

F = const. - 4 - jjl^Ho* 

Je designe par H toute fonction developpable suivant les puis- 
sances croissanles de [x et periodique par rapport aux w et aux ^ 
et par Ho toute fonction H dont la valeur moyenne s’annule 

pour [JL=:0. 

On en deduit 

/dF dX dF dA. d¥ ^ ^ 

dh, dwjc dxi dwjc} ^ 
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Dire quo {}cCj et (i soBt satisfaites, c est dire que 




dk ___ dF 
'di^ dL 




dli. 

<i’o6, puisqae s’annule pour [*. = 0, 
(P> dvokKdt dh) 


Passons aux Equations d^duites de (6 bis). 

Nous supposons que (6 a), (6 b), (6 b') soul salisfaites, mais ce 
n’est pas tout; en effet, pour ^tablir I’^quation (4 e), nous nous 
sommes ser-vi de I’^quation {&d) ou plut6l de I’^quation (6e) 
que Ton en d4duit en egalant les valeurs moyennes de deux 
membres. 

Cette Equation (6e) est done supposed satisfaite; mais il n’en 
est pas de m^me de I’^quation (6e') que I’on en d^duiralt en y 
changeani Wa en w\. 

Comment lout cela va-t-il s’expriiner dans notre nouveau lan- 
gage? 

Comme (6 a), (6 b) et (6 e) sont satisfaites, nous aurons 


Ca d^signant pour un 
changeons Wh en 
vienl Ca, 


moment le second membre de (6 bis). Si nous 
il viendra, en ddsignant par ce que de- 




La valeur moyenne de H ne s’annule pas pour [jl = o parce que 
(7 e’) n’est pas suppos^e satisfaite. 

Si Ton diff&entie la premiere par rapport a la seconde par 
rapport k Wk et qu’on retranche, il yienl 


dGk dQ'q 
dWq dWk 




dOik dSjiq 


On aurait dem^me 
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mais on aurait seulement 


dw'j dw'^ - «. 


sans que la valeur moyenne de H s’annule pour p. = o. Mais, si I’on 
multiplie I’^quation par qui s’annule pour [jl = o, il vient 

Nous aurons done 

avec I’equation analogue qu’on en d^duirait en changeant 
Gela nous permet d’ecrire 

\ (— ^ ^ dci dxj ___ ^ d^i \ __ 

^\dt dwk dt dwk~^ dt dwjc dt dwk) ^ ^ 

avec F^quation qu’on pent en ddduire en changeant Wk en 
Posons, comme au numdro pr^eddent, 


d^i I d'^i • ^ V 

_ cos = 


dfTi 

dt 
doi 


sin w»' 


dZi f Ttr 

-^COSW'i=zYi, 


r d'Z^ , f 'vk 

— C0S(p;-4- -7 — sm wi = X/, 
dwjc dwi 

d^£ • t d'Z£ f "vA 

— sintvi ; — costal = If, 

dwi dwk 

dF , dF , , . 

_cos»i- ^sm«-.= Ai, 

dF , , dF , ^ 

-r-smev/H- -7— cos(Pi = B/ 
mi d^i 


avec d’autres Equations analogues OTi Wa, Xf , sont remplac& 
par les mdmes lettres accentu^es. 
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Les Equations (a) et (y) deviennent alors 


(Y) 


dwk dtx dwk / 

xfYi-YfXi) = [iSHo 
^\dt dwii dt dwk / 


a-vec d’autres equations analogues oii Xf, sont remplac^s 
par les m^mes letlres accentuees. 

D’autre part, (8^), (8 h) el (8c) etant siippos6es satisfaites, il 

vient 


La combinaison de toutes nos equations nous donnera alors 



dk, 

dt 


J) + Yf(Xi-A/)=(i»Ho 


avec une autre Equation ou sont remplac^s par les m^mes 

lettres accentuees. 

Nous avons laun systeme d’^quations lin^aii'es d’ou I’on pourra 
lirer 


dk dF 
di d'k 


et X/ — A/. 


Pour p = 0, que deviennent les coefiicients de ces equations et 
leur determinant? 

Les deriv6es de s’annulent, sauf et ^ qui se reduisent 
a I . Les Y? s’annulent. Quant k 



sin w\ — 


dWk 


cos w. 


il est independant de et Wo- 

Le determinant et ses mineurs est done independant des ^ 
pour (JL = 0; de plus, ce determinant ne s’annule pas. 

Il vient done , 

Xi—ki= 


ce qui veutdire que (7 a), (7 6), (7 e) sont satisfaites. 

C. Q. F. D. 
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II me reste encore ^ etabiir, ainsi que je Tavais annonce plus 
haul, que P^quation E du n° 162 estiine consequence de (A), fB), 
(D), (4 a), (4 b), (i a), (7 a), (8 a), (6 a), (6 b), 

De (4 n) et (4 b) on deduit 


(O 


A==(Jl2H, 


A ^tant le premier nombre de (a). 
De (i a) on deduit 

dk '' 



dX 


dt 

et 


(n 

dk fdX 
dwk \ dt 


dk) 




Passons aux equations d^riv^es de (6 bis). Comme (6 a) et (6 &) 
sonl satisfaites, il vient 


dw/c 


= G4.-hiA2H 


De m4me, (6 a') est satisfaite, mais (6 b') ne Pest qu’a unc fonc- 
tion pr^s des w'; et en effet nous avons deduit P^quation (D) de 
P^quation (C) ^quivalente (6 6') en en retranchant une autre Equa- 
tion dont les deux membres sont des fonctions inconnues des 
je puis done Ecrire 

dS 


dw’q 




K Etant independant des fv. 
On dEduira de la 


dwk ■“ ^ ' 

dZk dZq _ jji 


dWq dw].^ 

dZ'jc __ dZ'q _ „ 

dw'^ ’ 


ou, puisque est divisible par (a, 



igS 

ou enfin 
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(f) 


G = ,u2H, 


C etant le premier membre de (y) ou bien encore ce premier 
membre ou est remplac^ par 

Les Equations (7 a), (8 a) et (D) nous donnent 


d-.f dF 


= jjiSH. 


dt d<Ti 

La combinaison de toutes nos Equations nous donne alors 

dk fd\ d'Zj / dcj sjj 

2 Ll dwi \ (£k)'^ dwjc V i d’Zi) ^ ’ 

equations lin^aires d’ou nous tirerons, comme plus haut, 


dt dxi ‘ 


c. Q. F. D. 


166. Apr^s cette longue digression, je reprends le probleme du 
n° 162 au point ou je I’avais laisse. II s’agissait de la determination 
de [^l] et[T^’] aFaide de (ie), (Se) et( 6 c'). 

Pour cela nous allons supposer les deux termes de nos Equations 
developp^es suivant les puissances de et 6 galer dans les deux 
membres les termes de m^me degrd. 

L’^quation (4 e) commencera par des termes du premier degre 
et, ^galant les termes du premier degr^, on obtiendra 

iib) SaAK<T?•'[<T^®]-HT^'[T^O]>=r<^>-h const. 

Le second membre de (6 c') commenQant par des termes du 
premier degr^, nous trouverons d’abord 


[Si.o] = const. 


II viendra ensuite, en egalant les termes du premier degr^, 
^[Si..] _ . r. i.M d(^r^ [x? «])-| 
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ou bien 



De sorte que liquation 4/devient 


22 A/ 


^rsLii 

dw\ 


= <>-!- const., 


ce qui nous donne et par consequent les 
II reste a determiner les et a satisfaire k Fequation (8/) 
oblenue en egalant dans (8e) les termesde degrez^ro par rapport 
aux a/. Alarigiieur, Fequation (4/) peut suffire pour cela, si nous 
nous rappelons que les et les [t^ doivent etre des con- 

stantes parce que les <7^ et les etant developpables suivant les 
puissances des a/ costf'* et des ajsinfv^-, les termcs de degre zero 
par rapport aux oli doivent etre independants des 

Qu’est-ce maintenant que la fonction ^ du second membre 
de (4 /")? Pour obtenir cette fonction, il faut evidemment : prendre 
la fonction — F 2 ; y remplacer les A, les X, les o*/, les t/ par les 
Ao 5 les w, les o9, les ; en prendre la valeur tnoyenne; consid^rer 
dans cette valeur moyenne les termes du premier degr^ par rap- 
port aux < 7 ^ et aux r^; y remplacer les et les t,- par les a?** et 
les sera done de la forme 

2B;(7®*‘-h2G/Tf-S 


les B/ et les C/ ^tant des constantes. L’equation (4/) sMcrit alors 
S 2 Ai(a^l [(t} 4- cons 


Si les [tI et Les [tI '®] doivent 4tre des constantes, on ne pourra 

y satisfaire qu^en annulant la constante et en faisant 





Je dis de plus qu’cn satisfera de la sorte h (8/), car on satis- 
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fait ainsi aux equations (28) du n® 15 o (p. 149) dont (8/) n’est 
qu’une combinaison simple qui s’obtient en les ajoutant apres les 
avoir multipliees par + sin(^' et — cos(^' . 

figalons maintenant les termes du second degr^ dans (4 e), il 
\dendra 


(4 g) S 2 Az(a?*^[crJ*^]H-T? «i>-4-const. 

Egalons de m^me les termes du second degr^ dans (6c^), il 
viendra 


L’eqiiation ( 4 ^) devient alors 

X 2 Ai = <l> const. , 

diVi 


ce qui nous donne [S^a] et par consequent les [x^ ^]. 

Considerons maintenant I’eqaation ( 8 ^) que I’on obtient en 
egaJant dans ( 8 e) les termes du premier degre. On pourra dga- 
lement Fobtenir en faisant ^ = 1 dans les equations ( 25 ) du 
15 S (p. 149)? multipliant la premiere par sinpp', la seconde 
par — costTP’^. et ajoutant. Faisons cette operation, en nous rappe- 
lant que la constante que nous designions par dans le n° 155 
est maintenant representee par a^; il viendra 


(8^) 


'i 0 




dw’ 


= ^ l^l'] -H 71?-' 


Nous connaissons maintenant Fequation se reduit done a 


A"[7F1] = a,-. 

On determinera de fagon que la valeur moyenne du 
second membre soit nulle et Fequation determinera ensuite aise- 
ment et par consequent les ’^] et les 

Poursuivant de la sorte, on determinerait de m^me les 
les les 

Les Ttf, les [a*!] et les [t^^] etant ainsi determines, on calcule- 
rait les autres quantites paries methodes du n° 162 . Chaque quan- 
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devrait ^tre d6terminee par le m^mc precede que celle qui 
n’en difiere que parce que son indice (relatif an degre en [a) est 
moins ^lev6 d’une unit4. 

II faudrait, bien entendu, avoir soin d’observer le meme ordre 
qu’au n° 162. 

Les methodes dn Cbapitre XV permettent done d’atteindre le 
m^me but que celles dii Cbapitre XIV. Quelques calculs sont uii 
pen simplifies. De plus, ces methodes nouvelles ent im avantage 
qu’il importe de signaler et que ne possedaient pas celles du Cha- 
pitre precedent ; e’est qu’elles portent en elles-memes la demon- 
stration de leur propre possibilite. Elies pourraient done etre 
exposees sans que To a ait a passer par I’intermediaire des Cha- 
pitres IX a XIII, ni a parler des nombreiix ebangements des 
variables que nous avons du faire dans ces Chapitres et qui iie 
sont utiles que pour la demonstration, mais non pour les calculs. 
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M^ITHODES DE M. GYLDEN. 


167. Les methodes dont je vais maintenant parler presenlent 
un grand caractere d’originalit^; la plupart se rattachent, malgr^ 
les apparences contraires^ aax methodes qui oixt exposdes dans 
les Chapitres precedents, mais quelques-unes les depassent et 
permettent d’aborder des probl^mes auxquels les precedes des 
Chapitres IX et XV ne sont plus applicables ; elles oat ainsi plus 
de parente avec les methodes dont il sera question plus loin. 

Bien entendu, le mode d’exposition que j’emploierai sera tr^s 
different de celui de M. Gjlddn. 

Les methodes de M. Gjlden sont, en effet, un compose de plu- 
sieurs artifices qui n’ont les uns avec les autres aucun lien neces- 
saire et qu4l vaut mieux etudier separement, quitte k en faire 
ensuite la sjnthcse, cc que le lecteur pourra faire sans aucune 
peine. 

Le premier de ces artifices est Temploi d’une variable indepen- 
dante particuliere. 

Supposons d’abord que les trois corps se meuvent dans un 
m^me plan. Considerons dans ce plan le mouvement de Tune des 
plan^tes qui sera soumise a Faction d’un corps central dont nous 
prendrons la position pour origine et k Faction perturbatrice 
d’une autre plan^te. 

Soient ret ^ les coordonn^es polaires de la plan^te consider^e, 
p la masse du corps central, Q la fonction perturbatrice. Les 
Equations du mouvement seront 
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Dans le cas ou 0 = 0 , le monyement devient keplerien; la pre- 
miere des equations (i) s’integre immediatement et donne(cetant 
une constante) 


(a) 



7 ' 


Si ensuite on prend p pour variaLle independante eL qu’on pose 
= — -^5 la seconde equation (i) devient 


(3) 


d^u 


c 


O, 


ce qui met immediatement en evidence la forme ellipiique de la 
trajectoire. 

Revenons au cas general ou Q n est pas nul. M. Gylden s’esl 
propose alors d’adopter une variable independante telle que les 
equations du mouvement j^rennent une forme analogue acelle des 
equations ( 2 ) et (3). 

Pour cela posoos 

, , , dvo /co 


Co etant une non veil e constante. 

Si nous prenons ^0 pour variable independante, la premiere 
equation (i) deviendra 

^ Co dv 

et la seconde equation (i) deviendra, en posant encore /*= — 

d^ii / dv 'Y 

"Stif Co ~ Co d/ 

L’analogie avec Tequation (3) sera encore plus evidente si Ton 
observe que, dans les calculs qui vont suivre, ^ differera tres peu 
de Co et si, faisant passer dans le second membre un terme tres 
petit qui sera du m^me ordre de grandeur que Q, on ecril 
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Le choix de la variable Pq? tout en presentant des avantages evi- 
dents, n’estpas non plus sans inconvenient. 

En efFet, le Probleme des trois Corps se pr^sente sous deux 
formes bien diflKrentes suivant que Ton a affaire a deux planetes 
dont les masses sont comparables, ou, au contraire, si Tune des 
deux est beaucoup plus petite que I’autre. 

Dans le premier cas, il faudrait rapporter Tune des planetes a 
la variable independante et I’autre ala variable independante 
analogue mais diflKrente el definie par T^quatlon 

^^0 _ 
dt " 7’'^ ’ 


etant le rayon vecteur de la seconde plan^te. 

Ce scrail la une source de complications; aussi la methode 
de M. Gylden sous sa forme primitive est-elle plut6t faite pour 
le second cas, par exemple, pour Tetude des perturbations des 
petites planetes par Jupiter. 

Mais ici encore il y a des difficultes. 

Le mouvement de Jupiter est connu, mais il Test en fonction 
de t et non pas de Pq j pour passer de Fexpression en fonction de t 
a Fexpression en fonction de il fuut y remplacer t par sa valeur 
en fonction de tir^o de F^quation (4). Cette expression de t en 
fonction de variera k chaque approximation; il faudra done a 
chaque fois corriger les coordonnees de Jupiter. Ces inconve- 
nients sont en partie compenses par des avantages importants. Un 
autre inconvenient, e’est que nos equations ont perdu la forme des 
equations de Lagrange; mais nous ne tarderons pas a la retrouver. 


168. Voici maintenant sous quelle forme se presentent les 
equations du mouvement. 

Les coordonnees w et p de la premiere planete sont exprimees 
en fonctions de par les equations (5) et (6), dont les premiers 
membres ont la forme simple 


dQl 


et 


d’^u 



ct dont les seconds membres dependent non seulement de a et 
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de p, mais des coordonnees correspondantes u' el de la planete 
troublante. 

La variable Pq sera li6e a t par Peqaation (4). 

Les coordonnees u' et p' de la deuxi^me planete seront de m^me 
exprim^es en fonctions d’line variable nouvelle par des equa- 
tions (S') et (6') analogues a (5) et a (6). 

La variable p^ sera de son cote definie en fonction de par une 
equation (4') analogue a (4). 

Supposons main tenant que Ton veuille appliquer a ces Equa- 
tions des procEdEs analogues k ceux des anciennes methodes de 
la Mecanique celeste, voici ce que Ton ferait : Imaginons que I’on 
connaisse des valeurs approchees de u et de p, de w' et de p' tant 
en fonctions de Po qu’en fonctions de p^* 

Dans le second membre de (o) ou de (6), substituons a la place 
de p, et p' leurs valeurs approchEes en fonctions de Po ; les 
seconds membres deviennent des fonctions connues de Pq, et nos 
Equations sent faciles a intEgrer par quadrature. 

Nous possEderons ainsi des valeurs plus approcIiEes de w et de p 
en fonctions de Pq. 

OpErons de mEme sur(5') et(6'), nous obtiendrons des valeurs 
plus approebEes de etde p' en fonctions de p^. 

L’Equation (4) nous donnera ensuite par quadrature t en fonc- 
tion de Po, et I’Equation (4') nous donnera t en fonction de pj, ; et, 
par consequent, en rapprochant ces deux rEsultats Fun de Fautre, 
on aura Pq en fonction de 9 '^ et inversement. 

Nous pourrons alors exprimer d’une maniEre plus approchEe u 
etp en fonctions de pj,, ou et p'en fonctions de Pq* PossEdant 
raaintenant des valeurs plus approchees de p, m', p' tant en 
fonctions de Pq qu’en fonctions de p' , nous pourrons opErer avec 
cette seconde approximation comme nous avons opErE avec la 
premiEre, et ainsi de suite. 

II reste k choisir la premiEre approximation; or nous cherchons 
pour le moment a nous rendre compte de ce qu’auraient fait des 
calculateurs pEnEtres de Fesprit des anciennes methodes, afin de 
mieux comprendre les perfectionnements qu’j a cru devoir intro- 
duire M. GjldEn. II est clair alors que le choix le plus conforme 
k cet esprit, e’est celui qui consiste k prendre pour premiEre 
approximation le mouvement kEplErien. 

H. P. - TI. i4 
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On trouve ainsi 

w = ^ -j- a Costco + p sin Po, 

Co 

o'=o', «'= — ii+a'cosp'o+p'sinpi, 

Co 

a, a' et P' etant des constantes d’int^gration. 

Quant a la relation entre Po elle a une forme compliqu^e. 
II vienL 


^p'o 



equation que Ton pent integrer par quadratures. On en tirera 
ensuile en fonclion de Pq ; si I’on d^veloppe suivant les puis- 
sances croissantes des constantes a, p, a' et p', qui sont gen^rale- 
ment tres petites, le premier terme du d^veloppement, celui qui 
est ind^pendant de ces quatre constantes, se r^duit a une function 
lin^aire de Po« 

La relation entre p^ et Pq est done compliqa^e des la premiere 
approximation. C’est la une difficulte un peu artificielle et d’un 
genre tout nouveau; elle tient d’ailleurs au choix des variables 
independantes et elle ne disparaitra pas quand je quitterai les 
precedes inspires des m^thodes anciennes, pour les methodes 
proprement dites de M. Gyld^n. 

Nous n’avons rien rencontre depareil dans T^tude des methodes 
de M. Newcomb; mais il ne faut toutefois pas s’exag^rer Fimpor- 
tance de ce fait. Le developperaent de la fonction perturbatrice 
exigera toujours de longs calculs; cependant, on Fobtiendra plus 
vite en fonction des anomalies vraies qu’en fonction des anomalies 
moyennes. Dans la m^tbode de M. Newcomb, nous avons suppose 
la fonclion perturbatrice exprim^e a Faide des ^l^ments osculateurs 
des deux plan^tes et de leurs anomalies moyennes. Pour Fobtenir 
ainsi, il aurait fallu de longs efforts, mais d^s qu’on la possede 
tons les obstacles sont aplanis. Ici, au contraire, nous avons 
exprim6 Q en fonction de u, p, et p', ce qui est incomparable- 
ment plus facile. Mais la difficult^ que nous avions ainsi ecartee 
pour un moment devait forc^ment reparaitre. La relation com- 
pliqude qui lie Po a pJ, est la premiere forme sous laquelle nous la 
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rencontrons, L’ ennui est de recommencer a chaque approximation 
€t de s’y reprendre k plusieurs fois. 

Voyons maintenant quel est I’ecueil que Ton a a redouter quand 
on emploie ces precedes imit6s des mdthodes anciennes, et quels 
sont les artifices qu’a employes M. Gylden pour Feviter. 

Les Equations (5) et (6), quand on y a remplac6 dans les seconds 
membres v, u' et p'en fonctions de deviennent des Equations 
lin^aires k second membre et sont faciles a integrer. 

A la premiere approximation, ces seconds membres se presen- 
teront sous la forme de series trigonometriques dont les termes 
ddpendront des sinus et des cosinus de 

(n-hmk) Poj 

ou n et m sont des entiers et k le rapport des moyens mouvements. 
Si le second membre de (5) ne contenait pas de terme connu, ou 
si celui de (6) ne contenait pas de terme en sinPo ou en cost?©? 
les valeurs de w et de tirees de (5) et de (6) seraient encore de 
m^me forme. Mais les seconds membres de (5) et de (6) contien- 
nent pr^cis^ment des termes tout connus, des termes en sin^o et 
cosPo? ot il resultera dans Fexpression de p un terme en 

et dans celle de u des termes en 

vq cos Vo et Vo sm Vo, 

ou la variable ind^pendante Vq sortira des signes trigonom^- 
triques. 

Aux approximations suivantes, il est clair qu’on trouverait en 
debors de ces signes des puissances plus ^lev^es encore de Po- 
Ainsi, comme il ^tait ais6 de le pr^voir, Femploi de la variable Po 
n’a rien change au caract^re essentiel des anciennes m^thodes, et 
e’est a un autre artifice qu’il faut avoir recours si Fon veut 4viter 
que la variable sorte des signes trigonometriques. 

Le seul avantage da choix de ^ c6t6 des inconv^nients que 
nous avons signal^s, est done d’avoir donn6 aux Equations la 
forme lin^aire. 

169. Pour ^viter les termes s^culaires, c’est-4-dire ceux ok Po 
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n’est pas sous un signe sinus ou cosinus, M. Gyld^n a done du 
imaginerun artifice nouveau. 

Consid6rons Pune des equations (5) ou(6); faisons passer dans 
le premier membre celui ou ceux des lermes du second membre 
dont I’influence parait devoir etre la plus grande. Rempla^ons dans 
le second membre u, v, et par leurs valeurs approchees de 
telle facon que les quantiles inconnues u, et ne figurent 
plus que dans le premier membre; nous obtiendrons ainsi de nou- 
velles equations que des artifices nouveaux nous permettront d in- 
tegrer. 

Cela comporte dvidemment un assez -grand degre d’arbitraire; 
on peut, en efFet, suivant les cas, porter son attention sur tel ou 
tel terme et le faire passer dans le premier membre. De Ik, la 
souplesse de la m^thode. Bien qu’on puisse, pour ainsi dire, la 
varier a Tinfini, je vais enum^rer ici les formes d'6quations que 
M. Gyldeu a le plus envisag^es. 

Soient Pi, w', des valeurs approeb^es de w, p, et p^• 
posons 

La quantile p sera celle que M. Gyld6n appelle Vepection, et la 
quantity 'j(^ s’appellera la variation; on se conlente ordinairement 
de prendre 

(;i=Po; p = Po*+-X. 


Avec ces nouvelles inconnues, les Equations (o) et (6) prennent 
la forme suivante 


(5 his) 
(6 bis) 


±1 


= A, 




- 4 - p — B, 


A et B etant des fonctions d^velopp^es suivant les puissances 
croissantes de p, p', et et, en outre, du moins ence quicon- 

cerne B, suiVantcelles de les coefficients des d^veloppements 

seront des fonctions connues de Po. Nous ferons ensuite passer 
dans le premier membre quelques-uns des termes de A et de B, 
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et, conservant les inconnues p et dans le premier membre, nous 
remplacerons an contraire dans le second membre et pour nne 
premiere approximation ces qiiantitds par zero* 

La fonction B contiendra, entre autres termes remarquables, 
des termes de la forme 

Cp”j Gp siii(X A*), 

C, 1 et k etant des constantes. 

Si nous faisons passer dans le premier membre de (6 his) le 
second de ces termes, nous trouvons 

(6 a) — G sin(Xpo + ^‘)] = 

B' ^lant ce que devient B quand on en retranche le terme qu’on a 
fait ainsi passer dans le premier membre. 

Dans B', nous ferons ensuite 

P=X = P'=7/='o. 

L’4quation {6 a) sera encore une Equation lin^aire a second 
membre; mais ce ne sera plus une Equation a coefficients con- 
stants. 

II est clair maintenant que nous pouvons tout aussi bien ^crire, 
a et p 6tant deux quantit^s tres peliles quelconques, 

(6 6 ) 77 ^ -hp[(i-+“a) — G(n-p) sin(X P q 

ou 

B'' — B^+ap-l-Gpp sin(Xpo“^^) 

et ou, d’ailleurs, on aura finalement, en premiere approximation, 

B" = B'=B, 

puisque Ton conyient d’annuler p, p^ y et yj dans le second 
membre. 

On pourra ensuite profiler de diverses maniferes de I’ind^termi- 
nation de a et de 

2^ On peut aussi faire passer dans le premier membre un terme 
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en et ^crire 

^ + p-Gp5=B-Cp» 
aPg 

OU 

(6c) ^+p(H-a) — Cps = B4-«p — GpS 

et faire ensuite 

P = X = o 

dans le second membre. 

3“ II est clair que A sera une fonction developpable suivant les 
sirnis et cosiniis des multiples de f et de p'. Soit alors 

G sin(mp -h 

un terme de Aj /n et /i sont des entiers et A* une cons tan te. Rem- 
placons-y ^ par et par sa valeur approcli6e , exprim^e 

en fonction de Pq? aurons 6videmraenl 


= Po -h f, 
p; = jAPoH-cp^ 

(f et ^tant des series d^veloppees suivant les sinus et cosinus 
des multiples de Po et de pPo el' etant le rapport des moyens 
mouvements. Les termes compl^mentaires cp et cp^seront d’ailleurs 
beaucoup plus petits que les termes principaux et \x.Vo, 

Alors Texpression 

G sin(mPi-h 

pourra ^galement se d^velopper en une s^rie ordonn^e suivant 
les lignes trigonom^triques des multiples de Po e*' <1® et 
terme principal du d^veloppement sera 

G sin (mPo + n (xpq -H ^)* 

De m^me, si dans Texpression 

G sin(7MP 4- TiPi 4- k\ 
nous remplagons p et p' par 

Po4-XH“? et [iPo4“<p'> 
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te expression sera developpable suivant les lignes trigonomd- 
ques des multiples de 

fJLPo 

le terrae principal du d6veloppement sera 
G sin(7/iPo ^X "+" 

G’est ce terme que nous ferons passer dans le premier membre 
r^quation (5), qiii s’ecrira alors 

%) ^2 G sin(772Po-H^fJtf»0-t“ '^X A' 


A'= A — G siii(mPo-f- 7zjJt.PoH- WX“H 
ns A' on fera ensuite 

p=y =p':=y;=0, 

telle facon que A' puisse ^tre regarde comme une fonction 
inue de Po* 

Le plus souvenl on se contentera de prendre 

Pi=Po, = 

Fexposition du precede pr^c4dent s’en trouvera un peu sim- 
fi^e. 

Les Equations (6 6), (6 c) et (5 a) sont celles dont M. Gyld^n 
t le plus souvent usage. 

Observons qu’elles sont toutes de la forme suivante 


<S?2p 


= /(p» ^o) 


dt^l 


=/(X» <^o)- 


es sont done susceptibles d’etre ramen^es a la forme canonique 
pr^s ce qu’on a vu au Tome I, page i 2 [equation (3) du n° 2]. 
Nous avons suppose que dans les seconds membres de nos 
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Equations nous faisions 

P = Z = P'=7/=<>* 

C’est en efFet ce que Ton fait a la premiere approximation. Mais a 
la seconde approximation ilfaut, dans ces seconds membres, rem- 
placer ces quantiles p, p' et y' par leurs valeurs deduites de la 
premiere approximation et ainsi de suite. 

Ces seconds membres seront done ainsi toujours des fonctions 
connues de les equations conserveront la m^me forme. 


Reduction des equations. 

170. Les Equations (5 a), (6 i), (6 c) sont du deuxleme ordre; 
cela tienta ce que nous avons eu soin de ne faire passer dans le 
premier membre de (5) que des termes dependant seulement de y 
el dans le premier membre de (6) que des termes dependant seu- 
lement de p. 

Quand on a fait ensuite dans le second membre 

P=X = P'=X'=o, 

r^quation(5)ne contient plus qu’une seule inconnue yet I’equa- 
tion (6) n’en contient non plus qu’une seule qui esl p. 

Mais cela peuL ne pas ^tre toujours legitime. II peuL arriver 
que dans le second membre de (5), par exemple, certains termes 
dependant de p soient aussi importants que les termes les plus 
influents dependant de y et qu^l faille ^galement le faire passer 
dans le premier membre. 

De mime pour I’lquation (6). Quand alors on aura annule les p 
et les y dans les seconds membres, les deux Equations (5) et (6) 
contiendront encore les deux inconnues p et y et, apris I’llimina- 
tion de Tune d’entre elles, Equation resultante sera non plus dn 
deuxieme, mais du quatrilme ordre. 

L’ordre serait mime encore plus llevi si Ton avail Itl ford de 
faire passer dans le premier membre des termes dependant de p' 
et de y^ 

Dans ces cas, M. Gjldln emploie, pour ramener les Iquations 
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au deuxieme ordre, im precede dont je voudrais faire comprendre 
Fesprit. 

Considerons d’abord une eqiialion du quatrieme ordre, par 
exemple, et de la forme suivanle 


/ \ P 


■ P ^ 

ctv'> ’ dv^ 


■ dv^ 


p , R 


■ ? 


A et B 6tant des fonctions connues de p que je supposerai finies ct 
a im coefficient tres petit. 

L’equadon nous montre d’abordque, si les valeurs initiales de p 
et de sont de I’ordre de a, ce que nous supposerons, p restera 


de Pordre de a. 

Si nous negHgions done les termes de Pordre de a-, nous pour- 
I'ions ecrire 




p = a A 


el P^uation serait ramenee au second ordre. 

Mais nous voulons tenir compte des termes de Pordre de a^, 
en n^gligeant ceux de Pordre de a^. II vienl, avec ce degre d’ap- 
proximation, 

' d'^p d^p . d^X 

I a ■ = X '■■■ - H- at- - , - ; 


(^) 


d^ p dp ^ dk 

— !- = — a — -h a® — 5 

dv^ dv dv 


d^p 


— ap -f- 


a® A. 


J’arrive a ce resultat, en multipliant P^quation (i) par aety 
n^gligeant les termes qui sont devenus de Pordre de par celte 
multiplication. 

L’equation (i) devient alors 

(3) ^ + p = aG + aD^+aEp, 


D = Bi — Bs, 

E = B 4 — Bs 4“ Bfl. 
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^equation est redeveniie du second ordre. 

L’equation (3) estvraie aux quantiles pres du troisi^me ordre, 
je venx dire de Pordre de ot®. On aura done, aux quantiles pr^s 
du quatri^me ordre. 


(4) 


dv'‘+> ~ 






dvi 


(c + d| + e 


d^'^J 


Si alors on remplace dans le second membre de (i) 





OL 




par leurs valeurs (4), on obtiendra une Equation qui sera vraie 
aux quantiles pr^s du quatri^me ordre, et qui sera du second 
ordre. 

Et ainsi de suite. 

II est clair que la m^me m^thode est applicable a toute equa- 
tion de la forme 


(5) 




a etant un coefficient trfes petit; /^ ^tant d^veloppable suivant les 
puissances de p et de et /a suivant les puissances de 


dp p d>^p ^ 

L’^quation (5) n’est done plus lin^aire; mais la seule difference 
qui peut en resulter, e’est qu’il y aura des termes qui seront de 
degre superieur par rapport a p et a ses derivees, et qu’il n’y aura 
lieu d’en tenir compte qu’a partir de la seconde et de la troisieme 
approximation. 


171. Considerons maintenant requation suivante 

(6) ^ I’ “ pCd^, 

CL etant encore un tres petit nombre, A, B et G des functions con- 
nues de v* Cette equation, si on la diflferentiait pour faire dispa- 
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raitre le signe » deviendrait dii Irolsieme ordre. Mais M. Gjlden 

Ja reduit au second ordre, en prolitant de la petitesse du nombre a 
et en employant un proc^dd analogue dans son esprit a celui que 
nousvenons d’appliquer a des exemples plus simples. 

En effet, p et a sont du premier ordre, de sorte que le terme 

aB 

pent ^tre regarde comme du second ordre. On aura alors, en n6gli- 
geant les quantiles du troisieme ordre, 

d^P , 5. 

a -TT -Hap = a^A, 


(y) aB J pZdv = a2B J AG^p — aB J ^ 

et en integrant par parties et appelant C' et les d^riv^es de C 
par rapport k v 

En general, la quadrature J kCdv pourra s’efFectuer ais^ment, 
de sorte qne 

B J\.Cdv = D 

pourra 6tre regards comme une fonction connue de 9 et que Pin- 
t6grale J p C sera ramende ^ Uint6grale J pG^rfp qui est de m^me 
forme. 

En gdn4ral, dans les exemples que M. Gylddn a eu ^ trailer, 
C est de la forme 

G = 3 sin(Xp-H h)} 

X et [JL dtant des constantes. II en rdsulte que 
G'^=— X»G, 

d’ou 

aB J pC<;k = «*D — aBC ^ + aBC'p + X‘«B J pC*, 
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a^D aBG 

1 — 1 — d9 


aBG^ 

rriiP- 


Si dans reqiiation (6) nous remplacons 



dv 


par sa valeur (8), ce qui pent se faire en n^gligeant les quantites 
du troisieme ordre, liquation est ramen^e an denxi^me ordre. 
Si C est une somme de termes de la forme 


3 sin(X(^ -4- p), 


Texprcssion 


sera une somme 



de termes de la forme 


■Pb/ p sin(Xt? + (x) dv^ 


et chacun de ces termes pourra ^tre transform^ par une formule 
analogue \ (8). L’^quation (6) sera ainsi encore ramende au 
deuxi^me ordre. 

L’^quation (7) n’est vraie qu’aux quantites pres du troisieme 
ordre. Si Ton ne vent pas n^gliger ces quantites, il faut ecrire 

aB ^ pG<3?p=:a2D — aB G 4- a* c7, 

en posant, pour abreger, 

<1 = 6 ^ J pCdoj. 

On en d6duit, en supposanL de nouveau que C se reduit a im seal 
terme, 

G = p siii(Xp-i- |jl), 

on en d^duit, dis-je, 



aSD 




«BG * ccBC' 

I — X® I — X2 


oc^a- 
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de sorte que Tequation (6) deviendra, en faisant passer certains 
termes dans le premier membre, 

/ aBG' \ «BG . oc^D 


On ne conservera pas, en general, dans le premier membre tons 
les termes que nous y avons fait passer, mais seulemenl les plus 
importants d’entre eux. Si nous faisons repasser les autres dans le 
deuxieme membre, nous obtiendrons une equation de la forme 


( 9 ) 


^T7 ^P 




H-E ^ -f. Fp = G-+- Hp -h K ^ -4- L=r, 


dp 


ds? 


E, F, G, H, K, L ^tant des fonctions connues de 

Cela nous permettra d^operer comme il suit. Faisons d’abord 
dans le deuxieme membre p = cr = 0 ; nous aurons alors une Equa- 
tion linEaire a deuxieme membre que nous integrerons et qui 
nous donnera une premiEre valeur approchee de p et, par consE- 
quent, de c; nous substituerons ces valeurs dans le deuxiEme 
membre et nous obtiendrons une nouvelle Equation linEaire a 
deuxieme membre qui nous donnera une deuxiEme approxima- 
tion pour p et <T, et ainsi de suite. 

II est clair que nous pourrions opErer encore de meme si 
TEquation (6) n’Etait pas lineaire et contenait, par exemple, des 
puissances supErieures de p; il en rEsxilterait seulement que le 
deuxiEme membre de (9) contiendrait des termes de la forme 

Bp» et Cp«^/p, 

B et C etant des fonctions connues de (’ {n > i). Dans ces termes, 
qui sont d’ordre n 4- i au moins par rapport k a, on pent, sans 
inconvEnient, comme dans les autres termes du deuxiEme membre 
de (9), remplacer p par o d’abord, puis par sa premiEre valeur 
approcbEe, puis par la seconde et ainsi de suite. 

Pour qu’il y ait intErEt k appliquer cette mEthode, il faut que "k 
soit trEs voisin de i , de telle sorte que F expression 

a 


I — X* 
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soil pelite sans doute, mais beaucoup moins que a. On congoit 
alors qne les divers termes du deuinieme membre de (8) soient 
assez grands pour n’6tre pas n^gligds mSme dans la premiere 
upproximation. 

Autrement il serait plus simple de laisser le terme 



d9 


dans le second membre et d’y dormer a p d’abord la valeur zero, 
puis ses diverses valeurs approchees. 

On n’aura done le plus souvent a faire passer dans le premier 
membre qu’un petit n ombre de termes (et m^me le plus souvent 
un senl terme) de la forme 

aB [ pp sin(>.p -i- 


La methode de reduction au deuxi^me ordre que je viens d’exposer 
n’est avantageuse que si A ne contient aucun terme en sinX^^ ou 
cosXp. Sans cela I’lnldgrale 


/ 


AG dp 


contiendrait un terme en p et dans Texpression de D la variable p 
sortirait des signes trigonom^triques. 

Cette circonstauce ne s’estpas pr^sent^e dans les applications 
que M. Gyld4n a faites de sa methode; mais il y a toujours moyen 
de r^viter. 

£crivons en eflPet I’^quation (6) sous la forme 
(6^w) ^ + p •— aBy^pG dp = aA. 


Nous avons jusqu’ici regards A comme une fonction connue de p ; 
mais je puis aussi supposer que A depend non seulement de p, 
mais encore de p et cela d^une mani^re quelconque, lin^airement 
ou non, directement ou par I’interm^diaire de ses d^riv6es ou 

d’int^grales de la forme TpD ddp. Seulement les termes de A qui 
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dependent de p seront supposes plus petits que le terme 

aB pGdv 

que Von a fait passer dans le premier membre. 

Alors dans A on subslituera a la place de p d’abord z^rO; puis des 
valeurs approch^es successives. Ainsi, a chaque approximation, A 
pourra ^tre consid^ree comme une fonction connue de p. 

Dans ces conditions, Vequation (6 bis) estune Equation lineaire 
a second membre. Si nous posons en eflfet 

J* pc dv = 'z, 

p et s’exprimeront lineairement k Faide des d^riv^es de t. 

Pour integrer Vequation a second membre, il suffira de savoir 
int^grer Vequation sans second membre 


d\ 


— aB ^pGdp=o. 


Cette equation est de m^me forme que (6) et on peutlui appliquer 
la meme m^tbode de reduction. Seulement, comme A est nul, la 
difficulte donl je viens de parler n’est plus a craindre. 

172. En resume, voici ce que nous venons de faire. Supposons 
qu’un terme con tenant une int^grale simple 

J* pc dp 

soil assez important pour qu’on ait oblige de le faire passer 
dans le premier membre. Gr4ce ^ la transformation que je viens 
d’ exposer plus haul, on peut le remplacer par une somme de termes 

ne dependant que de p et de ^ j d des termes pres qui sent asses 
petits pour que Von puisse les faire repasser dans le second 
membre* 

Supposons maintenant que Von ait et6 oblige de faire passer 
dans le premier membre un terme nontenant une integrale double, 
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je V6UX dire un termc de la forme 

M = akJdpB(^fpCdf>^ = A.J'dp(xBj' pCofrj, 

A, B et C etant des fonctions connues de Nous aurons alors, a 
des termes pr^s cjue nous pourrons faire repasser dans le second 
membre, 

aB ^pG^/p = Dp-4“E^? 


D et E etant des fonctions connues de o, d’ou 

M = A f pBdv + k J^Edv = kEp-^A J 

M est ainsi ramene a des termes ne dependant que d’une int^grale 
simple et que Ton pourra trailer comme nous Tavons fait dans le 
numero pr^cddent. 

Ilmereste a expliquer comment ces termes, contenant des inte- 
grales simples ou doubles, peuvent s’introduire dans nos equations. 
Ces Equations peuvent s’^crire 

Jf*p = E + Fp + Gg+Hx + K, 


A, B, C, E, F, G el H reprdseniant des fonctions connues de 
D et K dependant de p' et de ou des puissances supdrieures 

de p, de y et de 
On tire de la 


-+- p = E^h- Fp -f- G J* G J * Cp cIvq 
^tant une nouvelle fonclion connue de facile k former et 

K'=:K-hG J J y" 

dependant de p', de y/ etdes puissances sup^rieures de p, 5^, 



METIIODES DE M. GILDEX. 

On voit qiie Ton a introdnlt ainsi des termes de la forme 



Cp dvo, 




dfo dv 


0 ) 


([ue I’on pent etre amen4 a faire passer dans le premier membre 
et a transformer comme nous venons de le dire. 


173. Nous avons ramene noire equation a la forme 


d^ii do 

d^i dv^ 


Bp 


-G, 


A et B ^lant des fonctions conniies de Tq ; C conlient les fonctions 
inconnues et en particulier p; mais nous sommes convenu d’j 
reinplacer ces quantiles d’abord par o, puis par leurs valeurs 
approchees success! ves, de sorte que C peut aussi etre regardee 
comme nne fonction connue de To* 

C’est une equation lineaire a second membre, mais on peul 

encore la simplifier en faisant disparaiti'e Ic leriuc en Pour 
cela, il siiffit, comme on sail, de poser 


I’equation devient 


p =z <je ^ ^ 






et G 6tant de nouvelles fonctions connues de Cq. 

En g^n^ral, il suffira de conserver un seul terme dans B', les 
autres passant dans le second membre, de sorte que Tequation 
sera ramenee a la forme de I’equation (6 a) du n® 169. 


17i. Nous avons suppose jusqu’ici que le mouvement des trois 
corps se passe dans un plan. Il y aurait peu de clio’se a changer 
dans le cas ou Ton voudrait tenir compte des inclinaisons des 
orbites. 

Soient alors r, c? et 9, le rayon vecleur, la longitude et la lati- 
tude de la premiere plan^te^ les Equations du mouvement seront, 
IL P. — II. 
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en reprenant d’ailleurs les notations du n° 167, 


Posons alors 


i cos2 6 
dt\ 


7t) 


" dt' 


d-r 

IF- 


-/^cos^e^ 


_ IX __ dQ 
dt^ /-a dr ^ 



r^sinO cos0 


dp^ _ da 
dF dO’ 


T 

r cos 0 ’ 


s = tang6 


et introduisons d’aulre pari, comme au n® 167, une variable auxi- 
liaire Vo definie par Tequation 


On en d^duit d’abord 


don 

dl 


= s/Tq. 


dvl 


equation analogue a requalion (5) du n° 167, et Ton troiiverail 
de meme 


(3) 


-h M = A — — cos* 0, 
dvl Co 


d^s 


-{- 5 — B, 


A et B dtant des combinaisons des deriv^es de la fonclion pertur- 
batrice. 


da 


On pourra alors dans B, A et remplacer les coordonn^es des 


planfetes par leurs valeurs approchees. Les seconds membres de 
nos Equations (i) et (3) sont alors connus et nous pouvons cal- 
culer et 5 ; si nous connaissons s et par consequent 6, le second 
membre de ( 2 ) sera connu k son tour et nous pourrons calculer u. 

Op6rer ainsi, ce serait rester daus Tesprit des anciennes m4- 
thodes; mais M. Gyld^n ferait, au contraire, passer, comme nous 
I’avons vu, dans le premier membre de(i), (2)et(3) quelques- 
uns des termes les plus importants du second membre el, appli- 
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quant au besoin les precedes de reduction des 170 a 173, 
obtiendrait ainsi des equations de mime forme que les equations 
du n« 169. 


Orbite mterm6diaire. 
175. Nous avons pos^ plus baut 


u = Hi -i- p, r — Ti -4- ■/, 

et ^tant des valeurs approchees de u et de r. 

Le choix de ces valeurs approchees qui reste arbilraire dans 
line certalne mesure a evideinment une grande importance. Pour 
rester dans I’esprit des anciennes methodes, il faudrait prendre 
pour Ui et f^i les valeurs qui correspondent au mouvement keple- 
rien. 

M. Gulden prdfere se rapprocher davantage de I’orbite reelle 
des la premiere approximation; il est clair, en effet, que les 
approximations suivantes en seront plus rapides et, d’autre part, 
nous avons vu au n° 133 que le cas ou le mouvement est keple- 
rien en premiere approximation presen le une difficulte speciale 
qu’on pent chercher a eviter. 

Void done ce que fait M. Gylddn. 

Il suppose d’abord = Vo etUi est ddermine en fonclion der,) 
de la manidre suivante ; nous avons P^quation 

[ dv |x _ dil 

dvl \dviij Co ” Co dr 

dOi 

Remplacons d’abord par une fonction Cot^^cp(w), dependant 
seulement de u et peu differente de la moyenne des valeurs que 
prend ^ quand, laissant u constant, on fail varier de o a 27r el 

que, d’autre part, on fait varier u! et de fa<^on que la seconde 
plan^te (dont les coordonn^es sont u' Qi v') prenne toutes les posi- 
tions possibles sur son orbite kepldienne. Remplagons ensuite 

u et par U\ et de sorte que ^ se rdduit a 
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Notre Equation devient ainsi 


(0 




Cette Equation s’integre aisdment par quadratures. L interpre- 
tation de cette solution approchee est d’ailleurs facile. 

Adjoignons k [’equation ( 1 ) I’eqnation 


(•>0 


dz 


u\ \Jc^, 


Q est clair que, si Ton considere un astrc lictif qui, a 1 epoque t, 
a pour rajon vecteur — pour longitude Pq? asLre aura le 

meme mouvement que s’il etait attire par nne masse fixe situec a 
I’origine; sulvant une certaine loi differenle de celle de Newton. 
Cette attraction, neanmoins, ne depend qne de la distance, car 
elle est manifestement egale a 

cl ~ representeprecisement la distance denotre astre fictif a Tori- 

gine, c’est-a-dire a la masse attmante Active. 

Les variables t et t, correspondant a une meine valeur de Po? 
sont liees entre dies par la relation 

dt _ u\ 

Ik 

La variable qui ne sert gucre d’ailleurs qu’a cette interpreta- 
tion, a recu le nom de temps Hduit* 

Quant a I’orbite parcoiirue par notre astre fictif, elle a rcQu le 
nom A'orbiie inter midiair e, parce qu’elle tient, pour ainsi dire, 
le milieu entre I’orbite r^elle et I’orbite k^pldrienne. 

Pour 

h etant une constante, I’int^gration de (t) peut se faire par les 
fonctions elliptiques. 
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Orbite absolue. 


176. Pour peu que Ton reflechisse a I’espril des theories de 
M. Gjlden, on comprendra que le choix de la variable C’o n’y joue 
aucun r61e essentiel, et qu’on arriverait a des resultats tout a fail 
analogues en prenant une variable independantc. 

Le plus simple, et, dans la plupart des cas, le plus avantageux, 
serait de prendre le temps t, G’cst ce qu’a fait M. Gylden lui- 
m^me dans son Memoire du Tome IX des Jcla inathemalica, 

Mais on peut faire heaucoup d’autres choix encore. M. Gylden 
a employe, entre autres, dans certaines recherches, une variable 
dont la definition est beaucoup plus compliquee et qu’il appelle 
aiissi Vo* Je vais en dire ici quclques mots. 

Le celebre astronome se propose de determiner une orbite qui 
s’ecarte ires peu de I’orbite reelle et qu’il appelle orhile absolue. 
Elle lient a son tour, pourainsi dire, le milieu entre I’orbite inter- 
mediaire et I’orbite rdelle. 

Reprenons les equations (i) du n® 167. 

Considerons, dans le second membre de ces equations, Ics 
lermes les plus imporlants; soienl Q Vensenible des termes les 

plus importants de r- ^ P I’ensemble des termes les plus impor- 
lants de /•* de telle fagon qne nous puissions negliger dans 
une premiere approximation les differences 




Soil Qo ce que devient Q quand on y remplace u, u’ el par 
Jeurs valeurs approchees en fonction de v, puis qu’on remplace 
ensuite par Vq. 

Introduisons une fonction auxiliaire en posanl 


Ci) 


2 

dt 


-Qo 


et posons ensuite 



= 


(3) 



La function i\) aiiisi clcfiuie sera noire nouvelle variable indepen- 
(laiUe; <‘Ilc ilKfcrera pen dc p puisqu’elle salisfcra a Tequation 




dl 


— r J 

r- 


landis ([ue p salisfail a Pequalion 



dl 


(h 


qu! n'en diflVTC ([iic par I'addilion dc certains lermes que nous 
a\ons supposes Ires petils. Nous posci'ons done 


r ~ - 7 . 

iJcs /‘(piatiojis ' 3 j on lire 

I 4 » s'cx d v^Ci Q„ d\\. 


Or, nous avons buppose que pour oblenir Qo on remplacaii 
dans Icb coordoiitn'es //, // ct r' par Icurs valeurs approcliees 
on function dc r, puis i’ par po* 

II en rpbulie queQj^ estfonclion dc Pq seiilcmenl, ei quel’equa- 
tion (4) s’inlogrera aisement par quadratures. 

La secondc equation (i) devient alors 

d^ u I (/logci du / dv> y ^ {X __ r® dQ. 

dv^ ‘2 di't) d^'o {dvi,/ ' Cl ^ Ci dr 

11 Cbi clair quo, y elant tres petit, ^ est tres voisin de i ; on pent 

(lone remplaccr Ic coefficient premiere 

approvimation; si done lu est la valeur approchee de u et que 
nous posiuns 

u ^ Ui -n P, 

nous pourrons definir Ux parTequalion 
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Oil Pq estce quedevient Pqiiand on v reinplacc r part’o, i/ par iii, 
If! et k! par leurs valeiirs approchees en fonclions de To- 

Po ne dependant qiie de U\ et de To, cl Ct etant une fonction 
de To connue parl’equalioD (4), nous avons une equation difFeren- 
tielle du second ordre entrc cl Co* 

En la transformant par le precede du n® 173, c*e&t-a-dire en 
posant 

_ I. 

Ui = ^I'Cj ) ♦, 


on lrou\c 


r/-‘7 

71^ 


F ( i’oj ^ 


<ie qui ost une equation dc meme forme que les equations (a) 
et (^) dll n° 169. 

x^Aant ainsi determine les coordonnees ~ cl e,) de I’astre fictif 

- i(i 

qiil decrit Porbite absolue, on calculera les corrections p et par 
des precedes analogues et Ton possedera ainsi les coordonnees de 
la planete reelle. 
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CAS DES EQUATIONS LIN^IAIRES. 


177. II nous reste maintenant : 

1 ® A integrer les Equations (6 a), (6 6), (6 c), (5 a), (a) el ( j3) 
du n® 169. 

2 ° A voir comment on pourra, dans la formation de ces Equa- 
tions, discerner les termes qui doivenl passer dans le premier 
meinbre de ceux qui doivent rester dans le second. 

Je m’occuperai d’abord de I’integration des Equations (6 a) et 
(G b) et j’y consacrerai le prEsent Chapitre. 

L’ Equation (6 5), qui est la plus gEnerale, s’ecrit 

Etant regardEe comme une fonction connue de Vq) c’est une 
equation linEaire a second membre, dont FintEgration se ramene a 
celle de FEquation sans second membre 

^ p [(i-t- 0 !) — G(i -4- P) sin (X Oo -H X')] = o. 

Si nous transformons cette Equation en changeant les notations 
et en posant 

2 

^ (i4-a) = grSj ^ G(i-i- P) = ^1, 


elle devient 


=^(— S^®“H^iCOS2#). 
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Etude de Tequation de Gylden. 

178. Envisageons done Pequation suivante 

(1) = 2 :-(— grS -4- gri COS 2 0 - 

Nous venons de voir que M. Gylden, dans le conrs de ses 
recherches, avail 6t6 conduit a envisager [’Equation suivanle (Cf. 
n® 169, equations a et P) 

(^) . 

/(^5 t) ^tant une fonction developpable sulvant les puissances 
de .r et p^riodique par rapport a t. 

Or il arrive, dans les applications que M, Gylden a faites de 
cette equation, que les termes les plus importanls dc /{x, t) sont 
de la forme 

o(f)-ha‘(— - 5^2 H- ^icosa/ ), 

<o(i) etant une fonction periodlque de t senlement, et que tous les 
aiilres termes peuvent 6tre n^glig^s dans une premiere approxi- 
mation. 

L’dquation ( 2 ) peut alors 6tre remplacee par la suivante 

(3) , =a[t)+-,r{—q^-^-qi(iOS'}.t). 

C’est une Equation lin^aire a second membre, dont I’integration se 
famine ais^ment, coirnne I’on sail, a celle de 1 dqnalion sans second 
membre correspondante, qui n’est autre que cette equation (i). 

fitudions done cette equation (i) et rappelons d’abord ce que 
les rdsultats gfe^raux, d^montres dans le premier Volume au 
sujet des Equations lindaires (Chap. II, n° 29, et Chap. IV, pctssim) 
vont nous permettre d’en dire. 

Ils nous apprennent d’abord que cette Equation (i) admet deux 
intdgrales particuliferes de la forme 

a? = X = e-t^‘ t), 

o, et <fi 6tant deux functions p^riodiques de t, de pdriode it et les 
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deux exposants caractMstiques h \J— i et — h \J — i etant egaux 
et de signe contraire. 

Pour aller plus loin, nous aliens faire usage d’un theoreme 
general que j’ai demontr^ dans mon M^moire sur les groupes des 
equations lin^aires (^Acta mathematicaj t. IV, p. 212). 

Soil une Equation lineaire de la forme suivante 


dPy , . dP-W 

dP~^-Y 


■ ?o(^) 7 - 


Les coefficients sont des fonctions, non seulement de 

mais d’un certain nombre de param^tres dont elles dependent 
lineairement. 

Supposons, par exemple, qu’il y ait trois parametres et appe- 
lons-les A, B et C. Alors la fonclion sera de la forme 

Ot{x) = Ao'i(ir)-h Bo'l(a7)-h G(pf (a?). 

Les fonctions et ol{x) seronl continues, ainsi que 

loutes leurs d^rivees, dans I’intdrieur d’un domaine d’oii nous ne 
ferons pas sortir x, 

Cela pos^, donnons-nous les valeurs initiales de jk et de stsp — 1 
premieres deriv^es au point ^ =0 et faisons varier x depuis 0, 
jusqu’a une certaine valeur en suivant un chemin determine. 
Soitj^^ la valeur que prendra quand x arrivera au point II 
est clair que dependra : 

I® Des valeurs initiales dej'etde ses d^riv^es (il en dependra 
d’ailleurs lineairement); 

2"" Des parametres A, B, C. 

Eh bien, le theoreme en question, e’est qu.eyi peut etre deve- 
loppe en une serie procedant suivant les puissances croissantes de 
A, B et C et que cette serie convergera, quelles que soient les 
valeurs de ces trois quantites; ou, en d’autres termes, que^^ sera 
nnefonction entiere de A, B et C. 

Appliquons ce theoreme a I’equation (i). 

Soil F(^) une integrale particuliere de cette equation telle que 

F(o) = r, FXo) = o; 
ctP 

[je d^sigue pour abr 6 ger parF'(f)]. 
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Soil de m^me f[t) une seconde int^grale parlicuHere telle que 

/(o) = o, /'(o) = i. 

dx 

Alors si et x\ sont les valeurs initiales de et de pour ^ = o, 
on aura 

a? = ^oF(0-+*ir'o/(0. 

Notre th^or^mCj c’esL alors que F(f) et f{t) seront des fonc- 
tions entieres de cf et de II en est de m6me de F^(^) et f{t), 
Siipposons, en particulier, que 


il viendra 


X = 

<pi(o) = Xq, cp; (o)-H zA©i(o) = 


eL 


rroF('ir) H-ir;/(Tt), 
= iroF'('7r) + a^i/'(Tr). 

Mais la fonction <p, est p^riodique, de sorle qu’on a 


®i(o)= 

d’ou 

= :roF( 7 r) -j- a?J/( 7 t), 
e^^^^XQ = XoF'{Tz)-\-x'Qf{%), 

D’ou 

[F(7r) — [/(tt) - -/(t:) F'(7u) = o. 

Ainsi est une racine de I’^quation en S, 

[F(^)-S][/(^)-S]-/(7r)F(Tr) = o. 

On verrait de la m^me mani^re que Tautre racine est 
Done la somme des racines est egale a 2 cos At:, de sorte qu’on a 


a cosAtc = F(Tt) +/'('tc). 

II en resulte que cos At: est une fonction enti^re de cf et de , 
e’est-^-dire que cosAtt pent ^tre d^veloppe suivant les puissances 
endures de et de qK et que le d^veloppenient est toujours con- 
vergent. 

Je dis mainlenant que ce d^veloppement ne contient que des 
puissances paires de 
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Si, en effet, on change ^ en les solutions 


(le\iennenl 


X =: 27 = ©2(0 

X = 27 = 0 


/ -jr' / t:\ 

t!;i(i)= e 2 _ ), ^^^{t)=e 

sont des fonctions periodiques en t. Par consequent, les exposants 
caracteristiques ne changent pas. 

En m^me temps, comme 


I'equation (i) devient 


= 2 ?(— y 2 __^jCOS 2 0 j 


<‘C qiii veut dire que les exposants caracteristiques et, par conse- 
quent cos/iTi:, ne cliangenl pas quand on change q\ en — rJ^, Or 
cela ne peut avoir lieu que si le developpement de cosAtc nc con- 
lient que des puissances paires de g,. 

Observons maintenant que I’equation (i) ne change pas quand 
on change ^ en — il resulte de la que F(^) est une fonctioii 
paire de t et f(l) une fonction impaire, c’est-a-dire que 

F(o = F(^/), At)=f{-ty 

Or les solutions de I’equation (1) sont developpables suivant 
les cosiniis et les sinus de (h + 2m) t, m etant un entier positif 
et negatif. 11 resulte de la que F ne contiendra que des cosinus 
[)cndant que f ne contiendra que des sinus. On aura 

F(if; = 2A,„cos(/i -f- 2 in)t, 
sin(A + 2m)tj 

m variant de — 00 a -f- x. II vient alors 


F(o) = SA,«=i, 

F(tc) = 2A,„cos(/iTc-i- 2/7171;)= SA,;iCOs7i7r = cos/iTi, 

f ~ ^ F/n ( A -f- 2 772 ) COS (A -H 2 771 ) if, 

/(o)=SB^,(A + 2777) = 1, 

277z) COsAtC = cos A 77. 
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F(ir; = f'i'iz) = cos/iTT. 


179. Voyons maintenant comment on peutobtenir le develop- 
pement de F(7:) siiivant les puissances croissantes de 
Supposons que Ton cherche plus gen^ralement le dev^loppe- 
ment de F(^) et posous 

F(?) = Fo(0 + ^7 iFi (^) FaCO • j 


nous aurons, pour determiner Fo, Fi, F 2 , . . . , la serie d’6quations 
sill van tes 


( 5 ) 


^ + ?!F„ = o, 


A _ Focosa^j 

4 -^ 2 K^ = F^C 0 S 2 ^, 


dt^ 


De plus les fonctions Ft doivent 4tre pairesj Fo doit se r^duire 
a I et les autres fonctions F/ k 0 pour Z = 0 . 

On en conclut d’abord que 

Fo(i) = cos^^, 

<i^Fi „„ ros(^ 4 - 9 .V 

_^y.F,= 4 - ^ 

et 

^ co^( q *i)jf ^ cosqt cosf^ — 2 V — co<5<7? 

Fi( 0 = Hr 

11 vient ensuite 
d^ Fo 

-t-< 7 *F 2 = aoCos(^ -r“ 4 )< H-^iCOsC^r 

-Ha 2 cos^« “Ha 3 COS(t 7 — 2 ) i — 4)^; 

2 . 0 , a,, a^, ao, etant des coefficients faciles a calculer, et I’on en 
deduit 


UaCos(q-h^)t Of I cos (<7 -t-aV «^cosf^ — 2 )^ ^ g^co5(^ — 4V 

aoCOS^i atcos^^f a^cosyj a^oo^qt ^ a.^i^sinyf 

'’■8(?+a)’^4(?+i) 4(?-0 8(?-a) a? 
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On voil d’ailleurs que est ^gal k manifesto, 

on a 

Fi(«)= 2:pL[cos(S' + 2n)< — cosgfi]+«Sp‘„sin(g'+2n)i 

+ iiS^l„cos(^ -h 2n)t-h . . .+ (g- + 2n)t. 

La fonction F/(^) devant ^tre paire, le coefficient de 

ne contiendra que des sinus si A’ est impair et des cosinus si A* est 
pair. 

Qiielles sont mainlenantles valeurs que peuL prendre Tenlier n? 
Dans le premier terme 

sp?/y[cos(^ -h2/i)l — cosg^/J, 

n variera de —22 a dans le coefficient de t, n poiirra 

varier de —2(^—2) a +2(f — 2); dans le coefficient de 
n pourra varier de — 2(2 — 4 ) ^ 4“2(f — 4 ); ainsi de suite, 

dc sorte que k ne pourra surpasser 

On peut trouver a I’aide des Equations ( 5 ) des relations de 
recurrence entre les coefficients ; je ne m’y arr^terai pas pour 
le moment. 

Lorsqu’on fera i = 7 T, on aura 

cos(^ -h 2n)7r — cosqiz = 0 

et le premier terme de F/(i) disparaitra; de sorte que 

Fi('ju)=: sin cosg^TiH- 

Nous savons d’ailleurs que Fi(7r) sera nul si i est impair, puisque 
nous savons d’avance que le d 6 veloppement de F(tu) ne dolt con- 
tenir que des puissances paires de q { . 

C’est ainsi que M. Tisserand calcule F(' 7 r) et, par consequent, 
cosAtz- II trouve ainsi 


cos A 


Tz = cos^^t: 


5 i%q^{\ — ^ 2)2 • ‘J 

7^ < 72 - 4 - 35y2 + 8 )TT 

165^(1— ^2) 1024 ^ 3(1 — ^2)1(22—^2) 
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ce qiie j’ecrirai 

cos Att = qi)CQsq'K-\- cpi(^, qi) sin ii, 

?(?7 ?0 seront des series developp^es suivant les 

puissances croissantes degrj dont les coefficients seront rationnels 
en q. 

La premiere question a r^soudre est de savoir si h est reel ou 
iinaginaire. Si 

IcosAirl = lF(7r)| < i, 

h est r^elj la solution de notre equation diff^rentielle est alors 
stable elF(^)j de m^me qiie/(^), reste compris entre des Hmites 
finies. Si au contraire 

1FWI> 

h est imaginairej et les deux fonctions F(^) et/(^) sont de la 
forme siiivante 

F(0= e-ct'K—O 

/(^) = 0 

A et a etantdes constanles r^elles et tj^(^)une fonctionp^riodique 
de t de p^riode II en r^sulte que F(0 et/(^) peuvent croitrc 
au dela de Loute limite et que la solution de notre Equation diffd- 
rentielle est instable, 

SI Ton consid^re un instant q et comme les coordonnees d’un 
point dans un plan, ce plan -va se trouver partag^ ainsi en deux 
regions, Tune oii |F('tc)[ sera plus petit que i et A reel, I’autre ou 
|F('n)| sera plus grand que i et A imaginaire. Ges deux regions 
sont sdpar^es Tune de Tautre par les diverses branches des deux 
courbes 

cos /lie = -h I, cosAi: = — I. 

11 y a done int^r^t k conslruire ces deux courbes au moins dans la 
parlie du plan qui correspond aux petites valeurs de 
Pour qi = 0 , on a 

cosAtt = cos^ir. 

Done la courbe cos Atc = + i , que j’appellerai la courbe C, coupe 
I’axe des q en des points dont les abscisses sont des entiers pairs, 
et la courbe cos At: = — i que j’appellerai la courbe coupe 
Paxe des q aux points dont les abcisses sont des entiers impairs. 
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Tous les autres points de I’axe des q appartiennent a la premiere 
region, celle ou h est reel. 

Reprenons alors requation 

co%hT. — cohqT. — q\Yt{r.)— y j F4(r) — . . . = 0, 

qui lie A a ^ et a ; le premier membre s’annule pour h = gr, 
gf, =o; il est developpable suivant les puissances croissanles de 
]i — q et de q]] enfin sa derivee par rapport a h se r^duit a 
— -Trsin^Tcpoar A —y, =o, et par consequent ne s’annule pas 

a moins que q ne soit entier. Si done nous supposons que q n’est 
pas entier, le iheoreme du n'’ 30 nous apprend que A cst develop- 
pable suivant les puissances croissantes de q\ et que la s^rie est 
convergente pourvu que q\ soit assez petit. 

Vojons mainlenant ce qui se passe quand q est entier. M. Tis- 
serand, en appliquant sa formule, a trouv6 : pour 

cos A. = (- [— T (f-^ ?? + •••]■ 

pour |yl = 2 

cosA- = I — ^ 

pour|(ir| = t 

COsAi: = — I — — • • •) 

3*2 

et enfin pour \q\ = 0 

1 ^^7 1 

cos /ITZ z= I ^ H- . . . . 

i6 

En eflfet, quand q est entier, cosg^Tr devient ^gal i, et sinyTc 
s’annulej mais il arrive en m^me temps que ^i{q, qi) devient 
infini; de sorte que Ic produit 

^inqT.Oi(q, gj), 

tend vers une valeur finie quand q tend vers un nombre entier. 
Gonsid6rons alors la limite 

L = lim sin ^ 7r<pi ( gi ), 

quand q tend vers une valeur enti^re. 

Cette limite sera d^veloj^pable suivant les puissances de q\] mais, 
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dans le developpement de gt), le coefficient de devient 

infini pour | gr[ = o ou i, celui de ql pour |gr| = o, i ou 2, celiii 
de q^^ pour [y| = 0, i, 2 ou 3 *, il en r^sulle que, si q tend vers un 
entier n, le developpement de L commencera par un terme en q ^^ ; 
d’autre part, le developpement de (p(gr, q^) — i commence par 
un terme en q\, C’est pour celte raison que dans les d 6 veloppe- 
ments de 

cos// 7: — ( — 

irouves par M. Tisserand, le premier terme esten q'l pour |^]=: 0 
ou I et en q\ pour > i . 

Consid^rons done T^quation de la courbe C, qui pent s’ecrire 

I — COS^-TC — ^4 ^ 


La courbe passant par le point 

^ = ^1 = 0 (/z entier), 

le premier membre s’annale pourgr= a/z, = 0; il est d’ailleux's 
(Uveloppable suivant les puissances croissantes de gr — 2 72 et de y , . 
Il est aise de voir que ce developpement ne contient ni terme de 
degre 0 ni terme de degre i, mais qu’il commence pardes termes 
du second degre 

~ — 

A etant egal a 

7u2 

— pour /z=o, 

cl a o pour n'^o, 

11 en resulte que le point q=2n^ q^ = o esi pour la courbe C 
un point double; mais deux cas sont k distinguer : 

1® Si 71 = 0, les termes du second degre se reduisent a la somme 
de deux carres, les deux branches de courbe qui passent par le 
point double sont imaginaires; Torigine est done pour la courbe C 
un point isoie. 

2® Si Tz^o, A est nul; les deux branches de courbe qui passent 
par le point double sont tangentes Tune a I’aulre et coupent 
I’axe des q k angle droit. Pour reconn aitre si ces deux branches 
sont r^elles ou imaginaires, il faut tenir compte des termes en 
(y — 2/i)grJ eten q]. 

II. P. - IL 16 
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Le coefficient de q\ est, comme nous Pavons vu, 

-h OTt* 

78728’ 

selon que ou = i* 

Le coefficient de (7 — ^n)q] s’obtiendra en prenant les deri- 
v6es de 

Tz^iwqiz 

par rapport a gr et en y faisant q = 2n. On trouve ainsi 

7 t 2 

Pour que les branches de courbe soient rdelles (en supposant 
n I ]> 1), il faut et il suffiL que la forme quadratique 

J.2 y^ 

2 cj ^) ' 5 i 2 . q ‘'^{ i -- q '^)^ 

soil indefinie, 11 ne pent y avoir doiite que si cette forme se reduit 
k un carre parfait ; or c’est precis6menl ce qui arrive ; nous voyons 
ainsi que nos deux branches 'de courbe sent non seulement tan- 
gentes, mais osculatrices Pune a Pautre; mais nous serions obliges, 
pour reconnaitre si elles sont r^elles, de calculer les termes d’ordre 
sup^rieur, si nous n’avions heureusement un moyen indirect de 
decider la question, inojen que j’exposerai plus loin. 

Dans le cas de|/i| = I, [y[ = 2, notre forme quadratique devient 

xy 5 q^ 

2 96 78728 

et est inddfinie; les deux branches de courbe sont certainement 
r^elles. 

Construisons maintenant la courbe C' dont Pequation est 
— I — cosgr-ic — grJF2('n:). , 0. 

Le premier membre s’annule pour 


q — n. 


^1 = 0 (n entier impair) 
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el son developpenient suivanL les puissances de q — n et de q^ 
commence par des lermes du second degre 

Si 1 72 1 = I , A el B sont de signe different et les deux branches 
de courbe qui passent par le point doable sont reelles. 

Si B est niil, les deux branches de courbe sont tan- 

gen tes (et probablement oscnlatrices) Tune a Tautre; pour decider 
si elles sont reelles, il faut employer le precede indirect dont j’ai 
parle plus haul. 

Voici en quoi il consisle. 

On pent se demander ce qui se passe quand on a 
F('ju) = cosA-r: = ± I. 

Alors, d’apres ce qne nous avons vu au n'" 29, la solution la plus 
generale de Tequation (i) est de la forme 

»i(^) et {t) 4tant des fonctions p^riodiques de dc periode ti si 
F(7 t) = 4- I j et de periode 271 : si F (tc) = — i (elles changenl alors 
de signe quand t se change en t 4- tt:). On a done 

F(0 = ^(0-h^^i(0. 

Si (^) n’est pas nul, c’esl une solution de I’dquation ( 1 ); or, 
F(r) est une fonction paire; donct} 2 (^) est paire et ^i(^) impaire; 
done (?) se rdduit a un facteur constant pres a /(?); alors /*(?) 
est p6riodique. 

Si 4'<(0 identiquement nul, F(?) est pdriodique. 

Trois cas peuvent done se presenter : 

Ou bien F(?) est p^riodique, et alors 

F'(x) = o. 

2 ° Ou bien /(?) est pdriodique, et alors 

/(7r) = o. 

3® Ou bien ces deux fonctions sont pdriodiques toutes deux, et 
alors 

F'(^)=/(^) = o. 
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Oq pent arriver an meme resultat de la fagon suivante; on a 
idcntiquement 

Si alors 


il vlendra 


F(Tr)/(7r) = o. 


Done rune au inoiiis des deux quantiles et ost niille. 

De memC; si 

F'(^) = o ou = 

on aura 


et puisque 
ii Yiendra 




F(7r)= f{r.) = cos/^^I, 
cos /l *31 = ih I. 


Les diff^renls points des deux courbes C et C' appartiennent 
done aux deux courbes 


F'( 7 :) = o, f{T:) = o, 

et r^ciproquement. 

Remarquons d’abord que F'{k) et /(tc) sont des fonctions 
endures de g et de q^. Pour = 0, ces fonctions se rMuisent a 

F'('!c)= — ? sing-it, /(it)= 

Done, siq passe par une valeur endure diff^rente de 0, F'(;c) 
et/('55) s’annulent en changeant de signe, et ces valeurs de g sont 
pour ces deux fonctions des z^ros simples. 11 en resulte que les 
points 

q=-n., ^1 = 0 (» entier, n^o), 

qui sont des points doubles, tantdt pour G, tantdt pour C', sont 
des points simples pour chacune des deux courbes 

F'(Tt) = o, /(ii) = o. 

Si q passe par 0, F'('re) s’annule sans changer de signe (zdro 
double) el/(it) ne s’annule pas ; I’origine estdonc un point double 
pour F('n:) = o, niais/(ii:) ne s’annule pas k I’origine. 
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II y a done qiiatre courbes analytiquement dislinctes : 


(«) 

F(7:)=., 

F'(^)=o; 


(p) 

F(7tj = I, 

f[tz)=0\ 

f{t~\-Tu) ::=f{t). 

i'() 

F(7:) = — I, 

F'(7r) = 0, 

F(/-f-7r)=: — F(0- 

(2) 

F('it;= — I, 

/(^) = o; 

/{t-^'T^} = —f{t). 


La courbe G est alors form^e de Tensemble des deux courbes 
(a) et (^); chacune d’elles a iin point simple en 

q = 2n, (/i = o, 

el e’est pour cette raison que ce point est un point double de C; 
mais les deux branches de C qui passent en ce point, appar te- 
nant ainsi a deux courbes analytiquement distinctes^ ne peu- 
oent etre que reelles. 

II y a exception pour I’origine 

^= 0 , = 

ce point est un point double dea, mais n’appartientpasa (3; d’apres 
ce que nous venons de dire, le raisonnement qui pr^cMe ne s’ap- 
plique done pas et nous avons vu d’allleurs que les deux branches 
de courbe sont alors imaginaires. 

De m^me, la courbe est formee de I’ensemble des deux 
courbes (a) et chacune d’elles a un point simple en 

g = 2n-hx, <7i = o. 

Les deux branches de QI qui passent par ce point appar- 
tiennent d deux courbes analytiquement dislinctes et sont par 
consequent rielles. 

Nous avons vu plus haut que changer en — yi, e’est la m^me 
chose que de changer f en ^ • 

Gonsid^rons d’abord la courbe (a) 

F(^ + ^) = F(0. 

On a 


f(o = F(~o, 
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cl’o., 

F(',^:) = F(-/-y=F(f-'). 

La fonclion F fi? 4* ^ j est done paire eL periodiqne de p^riode tc. 

Si done on eliange #7^ en — 5^1, F(/) se change en 

est encore paire et periodiqne. Si done le point (5^, q\) appar- 
lient a la courbe (a), il en est de ineine du point {q, —q^)^ La 
courbe (a) est done sjmetriqne par rapport a 1 axe des q. 

La courbe G etant symetrique dans son ensemble et se compo- 
sant de (a) et de (p), nous devons conclure (ce qu’il serait d’ail- 
leurs aise de verifier) que la courbe (p) est ^galement symetrique 
par rapport a Taxe des g. 

On doit conclurc que les deux courbes (a) et (p) ne peuveni 
avoir au point 

q = 2 / 1 , qi = 0 

qu’un contact d’ordre impair. 

Considerons maintenantla courbe (r) 

11 vient 



La fonction F 4- ~ j est done impaire et periodiqne. Si done 

le point {cp q^) appartienl a (y), le point (y, — y^) appartiendra 
a (B), Les deux courbes (y) et (0) sont done sym^triques Tune de 
Tautre par rapport a I’axe des q. 

11 en resulte que ces deux courbes ne peiivent avoir en 

^ = an -7- 1, = 0 

qu’im contact d’ordre pair. 

• Ainsi le contact des deux branches de courbes en y = n, q{ = 0, 
est d’ordre o pour n==i, d’ordre i pour 72 = 25 d’ordre 2 (an 
moins) pour 72 = 3 ; d’ordre 3 (au moins) pour 72 = 4 ; il 
ensuile alternativement d’ordre pair et d’ordre impair et toujours 
au moins d’ordre 2. 
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Cela peut donner k penser que ce contact est toiijours d’or- 
dre — I ; mais je ne Tai pas verifie* 

La figure suivante, contenue dans le rectangle 

^=0, qi=0, ^i=£, ^ = 

peat r^sumer la discussion qui precede. La region couverte de 
hachures est celle ou h est imaginaire. 


Fio. 


1. 



On pent tirer de I’^quation qui donne cosAt:, cn fonction de q 
et de yi, divers d^veloppcmenls, dont la convergence est plus on 
moins rapide et qui donnent /i, ordonn^ siiivant les puissances 
de Mais je crois qu’il est preferable de calculer cos At: a Taidc 
des formules precedentes et d’en deduire A par les Tables trigo- 
nometriques. 

i80. Une fois A determine, il s’agit de trouver les coeffi- 
cients kn du developpemenl 

F(f)= S A« cos(A-i- n/i)?. 

D’apres la definition meme de F(f), on doit avoir 

2A„=i. 

11 vient, d’autre part, 

F(0=SA„ H-SA„ 

Mais, d’apres ce que nous avons vu au n®29, notre equation (i) 
doit admettre deux solutions de la forme 

SB,,— ^ . 2C„ . 
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et F(/) doit en lire une conabinaison lin^aire; cela ne peut avoir 
lieu que si 

A-n = B/i = G/j. 

II en resulte que 

S A„ sin ( A a ra) « = 2 — — 2 H 

sallhfera 6galement a Tequation (i) et, par consequent, que 
. 2A,/sin(A - 4 - 2 ^U 

11 est clair que A/^ est une fonction de q et de mais ce n’esr 
plus une fonction entiere de ces deux variables comme Tetail 
cos/iTu. Ce n’est m^me pas une fonction uniforme. II est evident 
([lie les seuls points singuliers de cette fonction sont les points 
des courbes 

COS/iTC = ±1, 

pour lesquels les fonctions F(^) et f{t) cessent de pouvoir ^tre 
inises sous la forme que nous venons de leur donner. 

Comment se comporte la fonction kn dans le voisinage d’un de 
ces points singuliers? 

Supposons que le point [q^ qC) se rapproche indefiniment d’un 
point M appartenant a la courbe 

F(7u) = 0, 

et que h tende vers une valeur entiere /?; alors, a la limite, F(/) 
est encore p^riodique. Posons, pour abreger, 

B = -|- 2w), 

ilviendra, en reunissant dansF(^) et /(^)les termes en(/j -f- 2 / 1 )^ 
et en (A — 2/1 — 

F(0= 2[A;iC0s(A + 2;i)iH- A_„_pCOs(A — 271 — 2jt))^], 

Bf{t) = 2 [ Art sm( A + 272 )^ -H k-ri-p SID (A — 272 — ip) t]. 

SI nous faisons alors 

A/j -h ^-n—p = G, A« — A-rt_y; = D ; 



il vienJra 


CAS DES EQUATIONS LINEAIRES* 


245 


F(^) = S[G cos(.A — /?) jf cos (2 7i +/>)^ — D sin(^~jo)i siu( 2 n 
^/(O = S[G sin(A — cos{Q.n-\-p)t 4 - D cos (A — /?)i sin (2 7z n- jD)t]. 

Quand h tend vers /?, cos(A — p)t tend vers r et sin(/i — p)t 
-vers z^ro ; mais, si D tend vers rinfini, de telle fagon que D(/i — p) 
tende vers une limite finie, le produit Dsin(A — p)t tendra 
vers Dq^, Do ^taiit line constante. 

Si alors le j)oint M appartient a la courbe F^(7:)=:o, le d^ve- 
lopperaent de F(^) doit conienir seulement des termes en 

C0S(2/^ 

et celui de f[t) des termes en sin(27i et en t co.s(27^ -h p)t. 

II faut done que C Lende vers une limite finie, D et B vers zero. 
Done Kji et A_n^p tendront vers des limites finies, egales entre 

elles. Si p esL pair, devra tendre vers zero. II est aise de verifier 

2 

que, si 

on aura, eomme il convient, 

limB = lini 2 A/i(/f 4- 271) = 0. 

Si, au eontraire, le point M appartient a la courbe /{t^) = 0 , le 
d^veloppement de F(^) devra contenir des termes en 

cos(27i 4-/>)i et jf sin (2 7i 

et celui de f{t)} des termes en sin(2 7i 4-ju)^. 

11 faut done que C tende vers une limite finie, D et B vers Tin- 
fini. 

Done, Art et A^n^p tendront vers I’infini, mais leur somme alge- 
brique restera finie. 

Mais, que le point M appartienne a la courbe F^(7:)=: o ou k la 
courbe /(u) = 0 , ce n'en est pas moins un point singulier pour la 
function Art* En effet, quand le point {q, q\) tourne auteur de M, 
la fonction kn s’^change avec la fonction A^rt-/?? comme le font 
deux determinations d’une mSme fonction alg^brique. 

Il resulte de la que, si q n’est pas entier, Art pourra se ddvelopper 
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suivant les puissances croissantes de qK, et que le rayon de con- 
vergence de ce d^veloppement sera le module du point singuliei 
le plus rapproche, et les points singuliers seront les points des 
courbes C et 0 qui correspondent la valeur de q consid^rde. 

II reste a trouver les coefficients du d^veloppement. Supposons 
le probleme r^solu et soil 

F(«) = SAaCOs(/t-H = SA,tCos( j 'in + h — q)t, 

oil en d6veloppant suivant les puissances de (/i y); 11 viendra 

F(f) = SA„ 003(9- -i-2ft)t — iSA„(/i — 5r)sin{5r-f-2n)i 

— SA„(/i — 9’)5cos(g--4-an)t-i-.... 

] .2 

Ce d^vfeloppement, qui conlientles lignes trigonometriques de 
^^ 4- 2 72 )^ multipli^es par des puissances de doit ^ire identique 
a celui que nous avons trouv^ plus haul 

Ff(0 = S^?„[cos(g-l- 2/i)^ - cosgr7]-f- 

Observons, en effet, que A/^, A/ 2 (A — q)^ kfi{h — qY sent d4ve- 
loppables suivant les puissances croissantes de q\, 

En identifiant les deux developpements, il vient alors 

Afl = ^q\ Pi.rt 

(H 

Nous avons done le moyen de calculer les coefficients du d^ve- 
loppement. La convergence est gen^ralement suffisante quand q 
n’est pas voisin d’un nombre entier. Si q est voisin d’un entier 
on peut augraenter la convergence de la mani^re suivanle : 

Comme kn et k_n.p s’^changent quand on tourne autour du 
point singulier le plus rapproche, les deux fonctions 

( + A.— p') et ( A/i — A— /j- ^ 

restent iiniformes dans le voisinage de ce point singulier, mais la 
premiere de ces deux fonctions restera finie etla seconde pourra 
devenir infinie du premier ordre, si ce point singulier appartient a 
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/(t:) = 0 . Mais alors 

( A /2 — 

restera fini. Les developpements de 

A « 4 - ct ( A — A ^ ji-p yfi iz ) 

seront done beaucoup plus convergents que ceux de Ap et A_n^p* 
On aura done avantage a s’en servir et a en lirer ensuite An et A^n_p 
par une Equation du seeond degr^. 

Observonsj en terminant, que la diseussion de la forme des 
eourbes G etC' dansle voisinage des points 

q = n, qi = o 

sera singulierement facilitee si Ton se sert du developpement 
de F'(7r) et de /{'^) au lieu de celui de F('iw). 

Ce qiii precede constitiie la theorie eompUle de noire equa- 
tion (i). Je dois toutefois parler des diversesmethodes qui onL eL6 
propos(5es pour I’integrer et qui sont eelle qui est fondee sur 
I’applieation des theor^mes de Jaeobi, et eelles de MM. Gylden^ 
Brims, Hill elLindstedt. 


M6thode de Jacobi. 


181. On peut appliquer a Tequation (i) la m^thode expos^e en 
detail au Ghapitre IX avec cette difference que les series seraienl 
cerlainement convergentes. Liquation (i) rentre en effet comme 
cas particulier dans Tequation (3) du n° 2. Or nous avons vu que 
cette equation du n° 2 pouvait etre ramenee k la forme canonique 
des equations de Jacobi. 

Si done nous posons 


Of 


et 



sinji, 


dr / 

^ = s/^iqsffi cos/i, Xi = t, 


F = — 4 - sin^^i cos 2/3, 


q = ixqi 


requation 

(0 


-rrr 4- q^x = qiX C0S2 ^ 
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peuL etre remplacee par les equations canoniques 


dy<i __ d? 

dt dx^ 

dy\ _ d¥ 

dl dxi 


__ d¥ 
dt ”” 


dxi d¥ 


cos 2 j^ 2 . 


Le probleme est alors ramene a Fintegration de Fequation aiix 
d^rivees partielles 

, , d^ d^ dS . , 

(2) ^ -f. = _ sin^jKi cos 2/2, 

^ dyi dy^ ‘ dy^ 

a laquelle la melhode d’approximations successives du n" 125 est 
directement applicable. 

Mais il n’j auralt pas grand avantage a Femployer, k moins que 
Fequation (i) ne soit qu’ime expression approximative dii pro- 
bleme qu’on se propose et qii’apres avoir int^gi'e cette equation 
on ne veuille pousser plus loin Fapproximation en employant la 
metbode de la variation des constantes ou qu’on ne veuille s’en 
servir com me verification. 

Observons en passant que Fint^gration de F^uation ( 2 ) se 
ramene a celle d’une equation diff^rentielle du premier ordre, 


^ -j~ jjL cos 2j2* 

Quoi qu’il en soit, cherchons quelle relation il peut y avoir entre 
la fonction S d^finie par I’equation ( 2 ) et les fonctions F(^) 
et f(t) definies dans les numeros precedents. 

Nous trouverons pour la solution generale des equations cano- 
niques derivees de Fequation (i) par le changement de variables qui 
precede Fexpression qui va suivre ; je rappelle que nous avons pose 


F(0 = SA,iCos(A 4- 271)?; 


notre expression sera, en designant par y^^ yH des con- 

stantes d’integratioT), 


^ sinji = 07 } S A/i cos(At 4- Aj} 4- 2/1? 4- 2ny^) 

cosji = — 07 }SA«(A 4 -a 7 i)sin(A^ 4- hy\^Q,nt-\- 2nyl) 

rd¥ 
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Si 1 on (^limine entre ces equations les deux constantes^J 

que Ton resolve par rapport a et k ^2, on aura et cc^ en 

ionctioQs de J^'2, x\ et ; et d’autre part 

cci dyi -+- .rs dy^ = t/S 


bcra une difFerentielle exacte (C/. n° 19 , in fine), 
Posons alors, poiu' abreger, 

. ht-^hy\=^o, 

u viendra 




sin = a?} 2 A« cos ( © H- 2 ny^ ), 


sj^qxx cos/i = ^x^'lAnik 4 - 2 / 4 )siii(o 4- awj'a) 


cl il s’agira d’^liminer (p entre ces deux Equations. 

Pour effectuer cette elimination, observons que ces deux equa- 
lions peuvent s’^crire 



cosyi 


0i(72)coscp4-02(jK2)sinp, 

O 3 ( 72 )cos<p 4 - 04 (> 2 )sm©, 


les 6 ^tant des fonctions pei'iodiques de y^ de p^riode t: et qui 
s’expriment ais^ment k I’aide de F(^) et f{t), En resolvant ces 
equations par rapport k coso et sino, il vient 


•—A; COS© 


*01 (72 ) COS71 4 - ’/is (72 ) sin^i , 


^0 

sin© = rj3(jK2)cos7i 4- 7)2(72) sin7i, 

V^i 


les quatre fonctions ^1(72) dtant p^riodiques de p^riode % et 
h’exprimant aisement k I’aide des 6 et, par consequent, a I’aide 
de F(^) et f{t)- En faisant la somme des carres, il vient alors, si 
I’on observe que X{ doit elre une fonction paire en7^, 

= Co (rs )+ (rs ) <5052/1 +... , 

Xi 

les deux fonctions ^ eiant encore periodiques de p^riode tz et 
s’exprimant aisdment k I’aide de F(^) et/(^). 
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Or nous aurons 

dS 

or I = - 7 — > 
dfi 

(I’oii cetLe conclusion : 

est line fonction p^riodiqiie de peri ode t: lant par rapport 

a que par rapport a y^, ct son developpement contlent, comme 
on le verra en appliquant la m^thode du n® 12S, des termes en 
cos( 2 /?z/i -f- 2 / 1 ^ 2 ): oil m et npeiivent prendre toutes les valeurs 
enticres possibles. Mais la fonction inverse 


T 



qui cstaiissi p^riodique en et j>' 2 j ne pourra contenir que des 
lermes en 

COS2n/2 OU C0S(2/iH- 2 

ds 

^ elant ^videmment une fonction paire lant par rapport a ji qtie 

par rapport ky^^* 

Si nous posons 


1 



r^quation ( 2 ) nous donne 

du du f dll . ^ . \ 

q sin2riCOS2j'2 — 2^^ sinjiCOS^iCOS2jK2 j. 

Les procddes du n° 125 sont applicables a celte Equation bien 
qu’elle ne contienne pas seulement les d^rivdes de mais la 
fonction u elle-m^me. 

On trouve 

U = Wo-h (Jt.2 iig -i- . . . ; 

Ua est une constante, etil est ais6 de verifier que , , . sont 

bien de la forme indiqu^e, c’est-a-dire que 

Ui — 2 cos 2 71/2 4- 2 cos(27iH- 2/172). 

II est ais4 de former des relations de recurrence qui permettent 
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(le determiner les constantes 

et b;+s 

qiiand on connait les et les . 


Metliode de M. Gylden. 

182. M. Picard a demonlre le tbeoreme suivant : 

Si une equation lineaire a pour coefficients des fonctions dou- 
blement periodiques et si son integrale generals n’a d’autre singu- 
larite que des pbles, cette integrale s’exprime a Faide des cc fonc- 
tions doublement periodiques de deiixieme espece d, c’est-^-dire 
des fonctions qui se reproduisent niultipliees par im facteur con- 
stant quand la variable augments d’une periode. 

L’importance de ce theorems provient des deux circonstances 
suivantes : 

1 “^ 11 est toujours facile de reconnattre sur Fequation m^me si 
Fintegrale generals n’a d’autre singularite que des p6les; 

Toute fonction doublement periodique de deuxieme espece 
s’exprime simplement ^ Faide des fonctions 9 de Jacobi on des 
fonctions o’ de M. Weierstrass. 

M. Gjlden a eu Fidee ingenieuse d’appliquer ce theoreme a 
Fintegralion de Fequation (i). Mais il serait injuste de presenter 
les choses sous cette forme sans citer le nom de M. Hermite. Ce 
que M. Gylddn a applique en realite, c’est un theoreme de M. Her- 
mite sur Fdquation de Lam^, qui n’est a la v^rite qu’un cas par- 
ticuUer de celui de M. Picard, mais qui lui est noiablement ante- 
rieiir. 

Notre Equation (i) peut s’^crire 
(2) ^ =(a-f-&cos5<)«^, 

en posant 

^2 2 

Consid^rons la fonction 


cos amt = cnt 


(mod^). 



252 


CHAPITRE XVII. 


II esl clair, d’apres la definition meme de cette fonction, que cnt 
tendra vers cos^ quand k tendra vers zero. On pent done, si k est 
Ires petit, remplacer Tequation ( 2 ) par la suivanlc 

li) ^ =x{a + bcn^t) 

et rapproximation sera d’autant plus grande que k sera plus petit. 

Cela pose, voyons quelles sont les conditions pour que I’inte- 
grale generale de (3) n’ait d’aiitre singularite que des p61es. Le 
seul point singulier de Tequalion (3) est le point 

2 


cn appelant oj et ci)'« les p^riodes de En effet, pour 


i = 


cnt devient infini. On sait que le residu de cnt est — ^ de sorte 
que nous aurons, en developpant cn^t suivant les puissances de 


. CO i 


une serie de la forme suivante 


I 


-h Xy “H ^ ^ ^ 


ne contenant que des puissances paires de w. 

La condition pour que le developpement de x suivant les puis- 
sances croissantes de u commence par iin terme en s’obtient 
ais^ment en %alant dans les deux membres de (3) les termes 
en qui sont alors les termes de degrd le moins eleve; elle 

s’ecrit 

7i(n + i)=4-^, 

d’ou 


<4) 




4 - 2 = 4 - 
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Si elle est remplie et si n est entier, Tequation (3) admet une 
integrale particuli^re qui aura un p61e pour 

Comment se comportera I’autre int^grale? La th^orie des equa- 
tions lin^aires nous apprend qu’elle ne pourra non plus avoir 

0)^ i 

d’autre singularite qu’un p61e en ^ = — ou un point logarith- 

mique ; mais I’^tude du developpement de x suivant les puissances 
de u montre ais^ment que du moment que a-\-bcn^t est une 
fonction paire de on n’a pas a craindre que le developpement 
des integrales contienne un logarithme; je renvoie pour plus de 
details aux travaux bien connus de M. Fuchs, sur les equations 
lineaires dans le tome 66 du Journal de Crelle et k la these 
de M. Tannery (Paris, Gauthier-Villars, iS^S) ou ces travaux 
sont resumes. Ainsi, si la condition (4) est remplie, I’equation (3) 
admettra deux integrales particulieres de la forme 

6(i — — a^) 

= ’ 

en designant par 9 celle des quatre fonctions 9 qui s’annule pour 



2 


Les n quantites an peuvent etre facilement deter- 

minees, ainsi que I’ontfait voir les recherches de M. Hermite sur 
I’equation de Lame qui ont epuise completement la question. 

Main tenant nous pouvons choisir un entier a assez grand, pour 
que la valeur de k qui satisfait a la condition (4) soit aussi petite 
que nous voudrons, et, par consequent, pour que les equations ( 2 ) 
et (3) different aussi peu Pune de I’autre qu’on le voudra. 

Mais, comme est generalement tr^s petit, M. Gylden estime 
que, dans les applications, on pourra se contenter de la premiere 
approximation et faire n == i. 


M4thode de M. Bruns* 


183. Reprenons I’^quation 


(1) 




-H q^x = ^ia?cos2^ 


H. P. - IL 


17 
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X = 


L’equation deviendra 

(2) ^ +52+^2== ^jC0S2^ 

Siipposons maintenant que Ton developpe z saivant les puis- 
sances croissantes de et qu’on ait 

Nous determinerons snccessivement 


So? Zqj Zz, 


par la suite d’^quations 


(3) 


dzi 

dt 


50 = 11= iq, 

+ 2 50^1 = cos 2 ?, 


dzz « 

-{- 250^2 = — , 

dZz 

-4- 2502:3 = — 25 i 52, 

-1- 25o 54 = — 25t53 — 5|, 

dzz 
dt 


-H 2 5o55 = — 251^4 — 252^3, 


Les Equations (3) permettent de calculer les Zk par recurrence; si, 
en effet, on a int^gr^ les k premieres de ces Equations, et si Ton 
connait par consequent 

507 ^2} •••} 

la (k + 1 *'“*) s’ecrira (en prenanl 5o= + ty, par exemple) 

dzjc , 

-j^-f-2tgrz^=UA, 


Ua 6tant une fonction connue de t. 

Si Zqj Zif ^ 2 , • • ‘j sont des fonctions p^riodiques de de 
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periode tc, il en sera de m^me de et nous pourrons ecrire 


d’od 


Zh 




{n-¥q) 


Nous pourrons done, -a moins que q ne solt entier, egalcr Zh a une 
fonction period ique de t* 

Alors ::: est une fonction periodique de t, que nous pourrons 
Ecrire 


du 


ik etant la valeur moyenne de cette fonction periodique ^ et w 
une autre fonction periodique. On en deduit pour une integrale 
parti culiere de (i) 

X = 


Ce que 
reelle de 


nous avons appele F(^)dans 

eiht 


le n*^ 178 est alors la partie 


Cette m^thode est la plus simple quand on veut le ddveloppement 
de h suivant les puissances de 5 ^,. 


M6tliode de M. Lindstedt. 

184, Consid^rons liquation 

X 

C0S2^ = 0 

et sa solution paire 

F(0 = -A.;*C05(/i 4-2/1)?. 

II est clair que nous aurons 

(‘2) — ^ (Afl-iH- A«+l). 

Le probl^me consiste a determiner h et les A,,, de fa^on que 
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les Equations (2) soient salisfaites et la serie F(^) convergente. 
Nous pouvons consid^rer ^galemcnt r^quation a second membre 

(3) — ^ia?cos2^ = P cosX^; 


cette Equation admeL une solution de la forme 

X = EB,tCos(X H-2n)i. 

II serait aisd d’ailleurs (par la methode ordinaire d’intdgration 
des Equations lineaires a second membre) de calculer les coeffi- 
cienls une fois qu’on connaitrait h et les A«; mais, si I’on veut 
les calculer directement, on est conduit aux Equations suivantes 
analogues aux equations (2) 

(4) -4- 2n.)*] = ^ 

Pour = o, cette Equation devrait lire remplacee par la suivante 
(4 Bo(^® — X2)= ^ (B_i-f-Bi)-i- p, 


qni se riduit encore aux equations (2), quand on y fait 1 = A, 
p = 0. Posons alors 


71 


271 ) 2 ] 


:M, 


M, sera unefonction de }v. 
Posons pour n > o 


» — 

— n 


et, au coalraire, pour n<Cio^ 


de telle fagon que 


IfL 


S ’ 


Bi Bg B_i B_o 

“‘=1;’ “-‘=b 7 ’ = 


les Equations ( 4 ) deviendront, ea supposant /i > 0, 


I 


I 

= 'r “7 

^ti 
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d’ou 


M, 


M;, 




M;,M„ 


' a/i4-2 




Nous sommes done conduit a exprimer aj par la fraction con- 
tinue 


JIi 

Ml Mo 

IM 0 M 

m,mT 


P 

Cette fraction continue est-elle convergente? Soit ~ sa 
r^duite, nous aurons 


(5) P/j — P/z— 1 P«-2^/* , Q;i — Q«— 1 — Q«— sM/iM/z— 1 

et, d’autre part, 


P« Q«-i - Pzz-i Q;. = Mf M| M| . . . m-i 

Je remarque d’abord que, quand n croit ind^Gniment, tend 
vers 0 et que la s(^rie 

(6) Mi-hMiMa-hMsMs + MsMi-h... 

est absolument convergente (sauf dans le cas ou Tune des quan- 
lit^s est inGnie, e’est-a-dire ou \ est dgal a ±: ^ a un entier 
pr^s; ce cas doit ^tre exclu de la discussion qui va suivre). D’ail- 
leurs, a partir d’un certain rang, tons les termes de cette s^rie 
seront positifs. 

Je dis maintenant que Pn va tendre vers une limite Gnie et qu’il 
en sera de m^me de Q,i. 

En effet, et Q/z sont d^finis par les Equations de recur- 
rence (5). Determinons par les m^mes equations deux quan- 
tiles R/z et R^, de telle sorte que 

bft == 1 — 1, 

P-ft ” P-rt-l P/?— 2 M/1_J . 

Nous pourrons nous donner arbitrairement deux quelconques des 
qiiantites R,z et aussi deux quelconques des quantites R.'^. ‘ , 
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Considerons dans la serie ( 6 ) les p premiers termes qiii suivent 
le 

Soil Sn.p la somme de ces p Lermes, nous poiirrons toujours 
prendre n assez grand pour qiie soit posilif et plus petit 
qne k 

Considerons alors Pequation de recurrence 

Rn-4-/>~2 lMrt4-/)* 

Cette equation montre que, si I’on a 

I ]!> ^n+p-i !> ( T — S/i p-i )j 

1 n« 4 -p -2 — Sw-p-s) ^ 


on aura ^galement 

(7) i>Bl/z+p>(i~S„.p). 

II suffit done que Ton choisisse R/2+i et de fafon a satisfaire 
a I’inegalit^ (7) pour que tous les termes Krut-p J satisfassent. Rrt^_j3 
est done toujours plus grand que i — et, par consequent, 
posilif. De plus, Pequation de recurrence montre que Rn+p con- 
staniment en decroissant quand Findice n-\-p croit. Done Rp^.;? 
tend vers une limite finie et determinee. Choisissons done R/^+^ 
et R/2+2, R^n+\ fagon k satisfaire aux inegalites (7) et 

de fagon que le determinant 

llft+2 H/n-2 ^« + l 

ne soit pas nul. 

Alors Rn^p et R'^+^ tendront vers deux limites finies, determinees 
et differentes de o, R et R^ 

Comme et satisfont aux memes relations de recurrence 
que R,2 etR'j ’et que ces relations sont lineaires, nous aurons 


F/* — p- R» "+" > 

Qft == P’1 R» ■4- Pi Rn } 


P'S pty Pi etant des coefficients constants et la limite de noire 
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fraction continue sera 

B. -h (jl'i R' 

Pour certaines valeurs de gr et X et, par consequent, pour 
certaines valeurs des coefficients p, il peut arriver que cette frac- 
tion soit nulle on infinie; mais elle ne se presentera jamais sous 

la forme indetermin^e -• 
o 

Dans le cas ou ^ = di (X -h 2 7 ^), et ou, par consequent, M/z = 00, 
il n’y a presque rien a changer k ce qui precede. Si, par exemple, 
on avait M2 = co, notre fraction continue deviendrait 


Ml 


1 -f- 


I 


Ml 

M3 

M31VJ4 


La limite de notre fraction continue etant une fonction de X, nous 
pouvons Fappeler <j;(X) et 6 crire 

On trouverait de m 4 me 


a_i=t};(— X), 0:2= 4 ^(X 4-2), a 3 = 4 ^(X 4 - 4 j> a,t= <j^(X -h 2/1 — 2), 


a_2 = ^(2 — X), = — 2-*-X), 


ce qui met en evidence la propri^t^ caract^ristique de la fonc- 
tion tj^(X), a savoir que 




I 

W^) 


2 (^ 2 -, 


Quand on a calcule {L(X) etij;(— X), il est facile decalculer tous 
les rapports et cc_f2. Si alors on avait la valeur de Bo? on en 
d^duirait facilement celle de tous les coefficients Or il est 
Evident que Bo satisfera a I’^uation 

b„(^s-x») = 5^[4-(X)+^-(-X)] + p, 


ce qui determine Bo. 

Pour X= A, doit se r6duire a et ^ ^ 0 ; d’ou Tequation 
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suivante qui delermine h 

^2 _ AS == ^ [^/(A) + -K— A)]- 

Une fois h ddlermin^ (et cela se fera en g6n6ral plus aisement 
par I’une des m^thodes exposdes plus haul), on calculerait comme 
nous venons de I’expliquer les a,; et les A/, = B„. 


Methode de M. Hill. 

18S. Reprenons les Equations (i), ( 2 ), (3), (4) cl (4 his) dn 
num^ro precedent; ces Equations sont lineaires et, bien qu’elles 
soienl en nombre infini, M. Hill a eu la hardiesse de les traitei 
par les proc^d^s ordinaires de rdsolulion des Equations lineaires 
en nombre fini, c’est-^-dire par les d^erminants. 

Cette hardiesse est-elle justifi^e? C’est ce qiie j’ai essay^ de 
faire voir dans une discussion que j’ai publi^e dans le Tome XIV 
du Bulletin de la Societe matMmatique de France et dont je 
vais rappeler ici les principaiix r^sultats. 

Consid^rons un Tableau a double entree, ind^fini, 

I a^x ^41 njii 

^12 <*32 ^42 

^13 ^23 I ^nz 

^in * ••• ^a—i,Ti I ^n+l,n) 



Dans ce Tableau les termes de la diagonale principale sont tous 
4gaux k I . 

Soit Ayi le determinant forni6 en prenant les n premieres lignes 
et les n premieres colonnes du Tableau (.5). Je dirai que le 
Tableau (5) est un determinant d’ordre infini et que ce deter- 
minant converge si An tend vers une limile finie et d^termin^e A 
quand n croit ind^finiment. 

Pour nous rendre compte des conditions de convergence d’un 
determinant, appuyons-nous sur le mode suivant de generation, 
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qui n’est autre que celui qui est conirn sous le nom de clefs alge- 
briques. 

Soil a developper le determinant 

ail ^12 ••• ^\n 

a^i a22 ... Clin 

Ct,n^ . . . Cnn 

D^veloppons le produit 

'Up['2tjiapfi)<t 

puis afFectons chacun des termes dii produit developp^, suivant 
les cas, de I’un des coefficients 4- 1 , — i on o; nous obtiendrons 
ainsi D. 

II est aisd d’en dMuire I’in^galite suivante; formons le produit 

II = 11^(2^ |a^/ij), 

on aura 

(6) lD|<n. 

Supposons maintenanl qu’on remplace dans le determinant D 
un certain nombre d’elements par z^ro, le determinant D devien- 
dra D' et II deviendra un certain nombre de termes s’annule- 
ront dans le developperaent de 0, et les termes correspondants 
s^annuleroni aussi dans le developpement de D. On aura alors 

(7) |D-D'|<II-n'. 

Telles sont les deux inegalites tr^s simples qui vont nous servir de 
point de depart. 

Pour que le determinant A d’ordre infini converge, il suffit que 
le produit II correspondant, qui s’ecrit 

( (1+ |<352i| -H l<^3l| -H* • l^isl + 

( (H-|ai3|4-|a23l4-...)..., 

converge lui-meme ou, d’apr^s un theoreme bien connu, que la 

serie 

|^2i| I^sil |<^wl \^ni\ "+"• • •+ + 1 ^ 32 ! . .4“ |ai3l +. . . 

converge elle-meme. 
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En effet, soient Ln et A,},,.;, les determinants obtenus en prenanl 
dans le Tableau (5) les n premieres, puis les premieres 

lignes et colonnes. Soient et les valeurs correspondantes 
du produit II defini plus baut. 

Comme dans Je Tableau (5) les termes de la diagonale princi- 
pale sont egaux a i , on passera de a en annulant iin cer- 
tain nombre des elements de ce determinant Lnj^p : on aura done 

I ^n-^p — II«* 

Mais, si le produit (8) converge, le second membre de cette ine- 
galite tend vers zdro quand n el p croissent indefiniment. II en 
est done de m^me du premier membre, ce qui prouve que tin tend 
vers une limite finie et determinee. c. q. f. d. 

Done, pour que le determinant A converge, il suffit que la serie 
obtenue en prenant dans ce determinant tons les elements qui 
n’appartiennent pas a la diagonale principale converge absolu- 
ment. 

Je vais faire voir maintenant que le determinant converge abso- 
Inmentj e'est-^-dire qu’on peut modifier Tordre des colonnes ou 
des Hgnes sans changer la valeur limite du determinant. 

Soient en efFet deux Tableaux analogues a (5) et ne differant 
que par Fordre des colonnes et des Hgnes. Je supposerai toutefois 
que, dans Tun comme dans Tautre Tableau, les elements dgaux a i 
occupent la diagonale principale. Soit Ln le determinant obtenu 
en prenant les /i premieres lignes et colonnes du premier Tableau. 
Soit Lp le determinant obtenu en prenant les p premieres lignes 
et colonnes du second Tableau, p etant assez grand pour que tons 
les elements de tin se retrouvent dans A^. Soient ILn et les 
produits n correspondant a ^n et A^, On passera de A^ a Ln en 
annulant dans A^ un certain nombre d’eiements. Je puis done 
ecrire 

\L'p^lin\<%-Xin. 

Mais, le produit (8) etant absolument convergent, on aura 

lim Wp = lim Un (n, p = oo). 

On aura done aussi 

IimA^= lim Art, c. Q. F. D. 
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Imaginons maintenanfc que le Tableau ( 5 ) soil ind^fini dans les 
deux sens, de sorte que les colonnes et les lignes soient num^- 
rot^es depuis — oo jusqu’a 4-00. 

Le terme qui appartiendra a la fois a la ligne numerotee tz et a 
la colonne numerotee p s’appellera anp> D’ailleurs ntlp pourront 
prendre toutes les valeurs entieres positives ou negatives, y com- 
pris la valeur zero. 

Nous appellerons A, 2 le determinant forme en prenant les 
27 Z 4- 1 lignes numerolees — /z, — /z4-i, — 7i4-2, — i, 

o, I, 2 , . . n — I, /z* et les 2 7Z 4- i colonnes portant les m^mes 
numeros. Le determinant d’ordre infini convergera si A/2 tend 
vers line limite finie et determinee. 

Nous supposerons toujours que les termes de ladiagonale prin- 
cipale sont ^gaux a i, c’est-a-dire que ann = i- 

Alors, en raisonnant tout a fait comme plus haul, on trouverait 
que le determinant converge absolument pourvu que la serie 

'Z\anp\ ; 71 , jo variant de -- 00 ^ -h 00; 

soit convergente. 

Supposons maintenant que dans notre Tableau a double entree^ 
c’est-a-dire d’apr^s la definition qui precede, dans notre determi- 
nant d’ordre infini, on remplace tons les elements d’une certaine 
ligne par une suite de quantites 

•••; ••‘j 

qui soient toutes plus petites en valeur absolue qu’un certain 
nombre positif Ic. Je dis que le determinant restera convergent si 
la serie 

'^Ic^npl {nip) 

converge. 

En effet, prenons, comme il a ete dit plus haut, 2/1 4- 1 lignes 
et 2 7Z4-I colonnes dans le Tableau a double entree, de fagon a 
former le determinant A/z. Supposons que Ton fasse la somme des 
valeurs absolues des elements de chaque ligne, en exceptant la 
ligne dont les elements ont ete remplaces par des quantites x. 
Faisons ensuite le produit II/2 des 2n sommes ainsi ob tenues. Un 
terme quelconque du determinant A/* sera un terme du produit Il/z 
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multiplie par une des quantit^s x ou par cette quantite changee 
de signe. Done, d’apr^s I’hypothese 


1 ^ 2*1 <^, 

on devra avoir 

I Ab| 

Si Ton annule quelqaes-uns des ^l^ments de ce determinant 
devient et le produit devient Qiielques-nns des termes 
dn produit Un s’annulent et les termes correspondants de 
s’annulent egalement. On a done 

Observons maintenant que, pour passer du determinant A/a^^ 
au determinant A/^, il suffit d’y annuler certains elements; nous 
trouverons 

f ^n+-p — A/j I ^ ( ^n-^p — H/i ) 


et nous en deduirons, comme precedemment, que Ln tend vers 
une limite finie et determin^e, pourvu qu’il en soit ainsi de 11 , 2 , 
et e’est precisement ce qui arrive quand la serie 

(^</^) 

converge. 

186. Appliquons ccs principes au cas particulier qui a ete traite 
par M. Hill dans son Memoire sur le mouvement du perigde de la 
Lune {Acta math.j t. VIII). 

Reprenons les Equations ( 2 ) du n° 184 

(‘^) A;* [^2 (A -f- 271)2] = ^ (Art_lH- A;j4.i). 

Nous avons une infinite dMquations lin^aires a une infinite 
d’inconnues. Pour avoir le droit de les traiter d’apr^s les regies 
ordinaires du calcul et de calculer leur determinant je veux 
d’abord que la diagonale principale ait tons ses elements ^gaux 
a I et j'ecris, par consequent, cette equation sous la forme 
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On aura done, en appelant encore an.p Telement du determi- 
nant qni appartient a la ligne numerotee n et a la colonne nume- 
rot^e p 


^nn — 1 j 


^n.n—1 — ^n.n-hl — — 


2[^- — (A -h 2n )^ J ’ 


^n.p — 0 


\OU jO > /Z “h 1/ * 


Pour que le determinant converge, il suffit done qne la serie 


L = -t- 0 

2 


q^ — {h-h2n)^ 


converge, condition qui est evidemment remplie. 

Ce determinant est evidemment une fonction de h que j’appel- 
lerai avec M. Hill □ (A). 

Alors h sera determine par I’dquation 

(3) □(A) = o 

sur laqnelle nous allons revenir. 

Supposons ensuite que dans ce determinant nous remplacions 
les elements de la ligne numerotee zero par des indeterminees a?, 
que nous remplacions par consequent 

, , , , ^0—/) = o» • ' • ? 

„ _ -^1 

respectivement par 

•••? 1> ^o> •••? 

D’apres ce qui precede, le determinant A ainsi obtenu conver- 
gera encore pourvu que les quantites |^| soient plus petites qu’un 
nombre donne A. II sera une fonction lineaire des x et pourra 
s’ecrire 

A = . . .-T- k.—pX^p -i-. . .-i- Ao37o + 

On obtiendra d’ailleurs evidemment kp en donnant k Xp la 
valeur i et aux autres indeterminees x la valeur zero. 




C^o.p — Oj 
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Je dis que les quantitds A«, ainsi definies, satisfont aux equa- 
tions ( 2 ). Si nous donnons, en effel, ^ cOp la valeur an.p^ c’est- 
a-dire la valeur 

selon que 

[tj— jE?|>i, \n—p\ = i ou que n=p, 

notre determinant deviendra 


Art - 


9^1 


— ( A + '2/1 )^J 


(A/j_i A/n-i) 


6t il devra etre nulj car il y a deux lignes identiques; 1 Equa- 
tion (2 bis) sera done satisfaite. 

Ilya exception pour// — o; carle determinant n’a plus alors 
deux Hgnes identiques ; mais il est encore nul, parce qu’il se reduit 
alors a □(A) qni est mil en vei'tu de I’eqiiation (3). 

Enfm la serie 


converge; car on I’obtient en faisant dans A 


et la valeur absoliie de Xp est alors limitEe, ce qui est, comme nous 
Tavons vu, une condition suffisante de la convergence de A. 


Application du thEor^me de M. Hadamard. 

187. Il nous reste a Etudier FEquaiion 

(3) □(/O = o. 

Pour cela, II nous faut d’abord dEfmir le dEterminant que 
M. Hill appelleV(A). 

Pour cela, reprenons notre dEterminant □ (A) et multiplions la 
ligne numErotee zEro par 
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et la ligne numerotde n(n^o) par 

— (Jl 4 - 2 7 Z )2 


Je dis qiie le determinant ainsi obtenu, sera encore con- 
vergent; et, en effet, si nous nous rappelons la definition donnee 
plus hautde la limlte d’un determinant in defini dansles deux sens, 
nous veiTons que 

V(h)=n(k){q^^k^^)U, 

n etant la limite vers laquelle tend Je prodnit des 2m facteurs 

^ 2 -(Ah- 271)2 

7 “^ ’ 


ou 71 = ± I , ±: 2, . , ztm quand m croit indefiniinent : II est 
done la limite du produit infini 


m A 2-^2 ^ ( A 2~^1 

2/12 712 I6;^4 

n — l 


lequel est evidemment convergent. Done V(A) converge. 

Appelons bn,p celui des elements de ce determinant qui appar- 
tient a la ligne nnmerotee /i et a la colonne numerotee p. Nous 
aurons 


^0.0 = 5 ^^ — 


601= <^o.— 1 “ — ^ 7 

bn.n-^i ~ bn.n-l ~ 


87 i 2 


hn.p = o, (l/i— 

Nous allons remplacer dans V(A) h par 00 et etudier les pro- 
prietes de la fonction V(a;) ainsi definie. 

Je dis d’abord que e’est une fonction entiere. 

En effet, on aura evidemment, en remplagant h par 
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Par cons^quentj d’apr^s I’inegalite (6) du ii° 185, on aura 


( 4 ) 


V(ar)<(5'’ + iKS- 


■l?t|)n[ 


-4- j 9^1 1 {OP ”1" 2 72. 


Or, en posant, pour abr^ger, associant les fac- 

teurs du produit qui correspondent a des valeurs de n egales et 
de signe contraire, ce produit infini peut s’ecrire 

„r iZrS — X2)2-] 


et il est evidetnment convergent et toiijours fini. Done il en estde 
m^me de V(^). 

Dans cette demonstration j’ai suppose x r^el ; mais, si x etait 
imaginaire, il n’j aurait rien d’essentiel a y changer; il suffirait 
d’ecrire 


au lieu de 




Done V(^) est encore fini quelle que soit la valeur imaginaire 
de e’est done une fonction entiere. 

Si Ton voulait demontrerpar le menu que V(x) jouit des autres 
caract^res d’une fonction entiere, e’est-a-dire qu’elle est continue 
et a une ddrivee, il suffirait d’observer que le determinant dont 
la limiie est converge uniformement, 

Appelons, en effet, V^(^) le determinant forme en prenant 
dans V(jr) les 2/2 + i Hgnes et les 2/1 + i colonnes num^rot^es 
de — /i a + On aura 


V(ar) = KmV«(a7). 

Soit alors dans le plan des x un contour ferme G quelconque; 
soit % un point de ce contour et^ un point int^rieur a ce contour. 
Comme V«(a?) est un poiyn6me entier, on aura 6videmment 

^ • rr / \ r^n(z) dz 

n,{x) == / , 

J Z — X 


rint^grale dtant prise bien entendu le longdu contour G. La fonc- 
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■Afig 

tion 

. , rV(s)dz 

ai7:cp(^)= J — — - 

sera evidemment une fonction holomorphe de a:; je dis que 
est egal a V(a:). 

En effet, comme il resulte des demonstrations precedentes que 
la convergence de V(ic) est uniforme, nous pourrons prendre n 
assez grand pour que Ton ait au point x et sur tout le contour C 

|V(^)-V,(^)|<e, 

et, par consequent, 

2i7U[cp(a7) V„(a7)] < zl, 

I etant la longueur du contour C divisee par le minimum de |.3 — x\. 

Ainsi les differences et IV(^) — V/^(a7)| peu- 

vent etre rendues aussi petiles qu’on le veut, ce qui ne pent avoir 
lieu que si V(^) = 

Done V(;r) est holomorphe. c. q. f. n. 

Je dis maintenant que V(^) est periodique. 

Designons, en effet, par Efi(x) le determinant fini obtenii en 
prenant dans V(^) les 2 ;t H- i lignes et les + t colonnes nume- 
rotees de — /i H- i a /i + i , et par E^(^) le determinant obtenu en 
prenant dans 0{x) les lignes et les colonnes correspondantes. 

La demonstration de la convergence d’un determinant indefini 
dans les deux sens a ete donnee au n° 185, quand la diagonale 
principale a tous ses elements egaux k i. Elle ne suppose pas que 
J’on s’astreigne a prendre autant de lignes dont les numeros sent 
negatifs que de lignes dont les numeros sont positifs. On aura 
done 

lim (ir ) = □ (a:) pour zi = co. 
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On aura d'ailleiirSj ce qui se voit immedlatement en comparani 
les determinants, 

4- a) = E;i(a7). 

Nous allons faire tendre n vers I’infini, le premier membre tendra 
vers V( 5 : 4- 2 ); quant au second membre, il tendra vers 

□ (a^)(g3-a?2)linar. 

Nous avons trouv^ plus haut 

V(a:)= — ^2)limn, 

U etant le produit des facteurs (5) oh. I’on donne a m les va- 
leurs ±: I , ±: 2 , . , ±: /i. 

On aura done 

d’ou 

d’oii enfin 
De plus, on a 
et, par consequent, 


rr _ 

II “ - _ — 

^ 4/i2 


r 

hnci— = I, 


V(a 7 4- 2) — V(ir). 

^ ri ( — 

V(ir) = V(— a:). 


e. Q. F. I). 


Poursuivant I’etude de la fonction entiere V(x)y je me propose 
de demontrer qu’elle est de genre z^ro, quand on la regarde 
comme fonction de x. On sait qu’une fonction entiere est dile 
de genre ^h'O quand elle peut se d^velopper en iin j^roduii infini 
de la forme 




Plus generalement on dit qu’une fonction entiere est de genre p 
lorsqu’elle est d6veloppable en un produit dun nombre infini de 
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facleurs primaires de la forme 



P etanl un polynome d’ordre p en x. 

Pour demontrer ce point capital, je dois faire usage de cer- 
laines inegalites que je vais d’abord dtablir. 

Cherchons une limite superieure de 

Comme la fonction V est pdriodique de p^riode a, je pourrai tou- 
jours supposer quey est compris entre — i et + i . On aura alors 

I 2 -h ^ 1 4- ( y J .r — 2 n )2 1< ^ 2 ^ I ^ 1 1 ir 2 ^ ) 2 

et, par cons^uent, en posant comme plus liaiit, 

l = q^-h\qil 

il viendra en faisant usage de noire indgalite fondamenlale 

(«) 1 V(7 H- IX) [--■ 'tf' YJ ~ • 

Le second membre de celte inegalite est une fonction de x- que 
je d^signerai parF(^-). 

Posons pourun instant ^2 = etconsid^rons la fonction F(i®). 
11 est aise de voir qu’elle est de genre i, 

En efifet, la fonction F(5?) est de genre 0 et peut se mettre sous 
la forme 

F(.)=An(._|). 

Je reprdsente par les racines de I’equation F(^) = o*, d’oii 

ou 

On v6rifierait sans peine que les trois produits du second membre 
sonl absolument convergents. 
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5,72 

J’ai d^monlre dans le Bulletin de la Societe mathematiqiie 
de France que, si une fonction <p(^) est de genre i, on aura 

= o, 

si X tend vers Tinfini avec un argument determine et de telle 
sorte que tende vers zero. 

Si done a et ^ sont r^els positifs, on aura 


lim F(i3)e-aZ' = o. 

(^uand on fera varier j/ de — i a + i , le premier membre tendra 
vers sa limite unifor memento d’ou cette consequence; on pourra 
trouver deux nombres positifs a el K tels que 

lV(j' 4- /a?)! < 


en faisant jK -i- ioc = z ei remarquant que 
il Mendra 

|V(^;|<Ke“MI. 

(uonsiderons maintenanl le ddveloppement de V(3) 

^\(z)d3 


il viendra 


2 in G 


, __ 


rintegrale etant prise le long d’un cercle de rajon quelconque 
ajant pour centre Torigine. 

On en conclut 


1C«| 




et cela quel que soil |^|. Or Je minimum de 

At 


est 
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Nous observerons que, la fonction etant paire, les coefli- 
cients C2/2+< sont nuls. 

Je me propose de demontrer que V, considere comme fonction 
de estde genre z^ro. En vertu d’un lh 6 or^me de M. Hadamard 
(Cf. Comptes rendiiSj t. GXV, p. 1 121), il suffit pour cela d’eta- 
blir que 

lG2n|<K^r(n4-i)-^ 


[A ^tant plus grand que i . 

Or il vienl 

8 

1 ^2/1 1 r ( 71 -H Kg ' 




in 

"T 


r( 7 i 4 - 


Si I’on remplace + par sa valeur approchee, le second 
membre devient 

Zn 


Zn 


/ 3 \ 2 npi- 
I — ) n 
\2a/ 


2 (27171)2. 


Il s’agit de demontrer que, pour une valeur de [a > i , cetle 
expression reste limilee. Or, si 

f^<i 


elle tend vers z^ro, quand n croit ind 6 finimenl. 

Il suffira done de prendre 

Il r^sulte de la que la fonction V{z) peut se d^velopper en un 
produit de la forme 

(5) V(.) = An(.-g). 

Il reste done k connattre les z^ros de la fonction V(a:); d’aprfes 
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la nature meme de la question, ces zeros seront 


X — rt:(A H- 

a etant un entier. En effet, c’est pour ces valeurs, et pour elles 
seiilement, qne les equations ( 2 ) et (2 bis) du n® 186 et par conse- 
quent I’equation (3) du n° 186 pourront ^tre satisfaites. 

Les zeros de sont done les monies que ceux de 

cosTzx — costtA; 

comme ces deux fonctions sont toutes deux ddveloppables en pro- 
duits infinis de la forme (5) et que les facteurs de ces deux produits, 
sauf la constante A, sont les m^mes, les deux fonctions ne pourront 
differer que par un facteur constant et Ton aura 

(G) V(a7) = A(cos'irrj7 — costtA). 

Mais V(^)n’est pas seulement fonction de c’est une fonction 
entiere de et de et Ton d^montrerait absolument de la m^mc 
maniSre que c’est une fonction de genre z^ro tant par rapport a y- 
que par rapport k 
II j a plus ; soit, par exemple, 

V( 2 ;)=SDn^?, 

A = SD;3r«, 

A cQSTzh = 

on aura 

COSTCO? — D'n. 

On pent d^montrer, absolument de la m^me maniere que plus 
haul, que 

1D„| <KT(7i)-^ 

si pc est compris entre i et Comme cette indgalitd doit avoir lieu 
quel que soit 0 ?, devra satisfaire a une inegalit^ de m^me forme, 
de sorte que A sera une fonction de genre zdro par rapport a et 
Pon verrait de la m^me fa 9 on que c’est une fonction de genre zdro 
par rapport kq^, 

Mais A ne pent jamais s’annuler; car V(o?) ne s’annule jamais 
identiquement (je veux dire quel que soit x). Or une fonction de 
genre z^ro qiii ne s’annule pas se r^duit k une constante. 
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Done A est independant a la fois de et de 
Ecrivons Tegalit^ ( 6 ) pour mettre en evidence la valeur de q^ 
sous la forme 

V(a7, = A(cos7:^ — costtA). 

Pour — o, h est %al a 5 ^; il vient done 

o) = A(cos7ca? — costt^^), 
d’ou, en divisant et faisant ^ = o, 



I — costtA _ V(o, 0(0, <71) 

ou enfin 

1 — COSTt^^ V(0, 0) ~ □(0,0) 

( 7 ) 

1 — costcA = 0 ( 0 , <7i)(i— * cos7:(7), 

car 

□ (0, o) = i : 


e’est de Fegalit^ (y) que M. Hill a tir^ la valeur de A. 

Grace aux considerations qui precedent, la legitimite de sa 
m^thode est d^sormais rigoureusement etablie. 


Remarques diverses. 

188. Dans le cas particulier que nous traitons^ on pourrait 
arriver k quelques-uns de ces r^siiltats sans avoir recours au th^o- 
r^me de M. Hadamard. 

En efFet, observons d’abord que, quandmime q^ elq^ sontima- 
ginaires, T^galit^ fondamentale (a) subsiste encore, pourvu que 




Si nous nous rappelons alors le d^veloppement connu 

siuTcrp = TZivIl 

nous en d^duirons 

cos%x — cosTij^ = “ — a?®)TJ I J r 




*476 

d’ou 
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F(a? 2 )= [cosTT — X - 


• COS' 


-/]• 


L’inegalite (a) est vraie quels que soient et <7^ pourvu qiie x 
et r soient r^els. 

Nous savons inaintenant que Ic rapport 

cos ix 
' el* r 


lend vers i quand x croil indefininient par valeurs r^elles. [I 
resultc de la qii’on pent trouver une constanlc numerique B 
telle que 


on en d6duit 
d’ofi 


|V0' -•-£>)! 


I V(^ ) I < B < B . 


Consid^rons mainlenant le rapport 


COSTZ^ — COSTzh 


Le num^rateur s’annule toutes les fois que le denominateur s’an- 
nule, et il en r^sulte que ce rapport est une fonction entiere, tant 
en z qu’en q^ et en q ^ . 

Comme ce rapport est une fonction periodique de z, nous 
pouvons toujours supposer que la partie r^elle de z reste com- 
prise entre — i el -f-T, faisons done tendre la partie imaginaire 
vers I’infini et voyons comment se comporte notre rapport 

V(z) _ V(-S) COSTTZ — costcA 

COSTCO — costtA ”” 


Le premier facteur du second membre reste inferieur en valeur 
absolue a le second facteur tend vers^ : notre rapport reste 

donefini. G’est done une fonction entiere de z qui reste constain- 
ment inferieure a une certaine limite; cette fonction doit done 
d’aprfes un th^or^me connu se r^duire ^ une constante ind^pen- 
dante de 5. 
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IlfauL toujours avoir recours au tlieoreme de M. Hadamard pour 
demontrer qu’elle est en' outre independante de et de 


Extension des resultats pr6c6dents. 

189. Toutes ces mcthodes, sauf celle de M. Gylden, s’appli- 
qiient a toule (Equation de la forme 

„) 

ou cp(^) est line fonction periodiqiie de i, developpable par con- 
sequent en s^rie Irigonometrique. 

II n’y aurait k faire que des changements de detail que le lec- 
teur pourra faire sans peine s’il veut trailer de cette maniere unc 
equation de la forme (i). La plupart des resultats sont encore 
vrais; quelques-uns cependant ne le soot que si la fonction o esi 
paire. 

M. Gjlden, voulant rendre son procdde applicable a Tequa- 
tion (i), a imagine une methode ingenieuse de t^tonnement sur 
laquelle je ne jiige pas utile d’insister, car il n’a eu que rarement 
I’occasion d’en faire usage. 

Supposons maintenant que la fonction o(t) ne soit pas perio- 
dique, mais soit de la forme 

[jL etant un coefficient numerique tres petit, et etant la sommo 
de 71 termes de la forme 

A/sin(a/7-4- P/), 

de sorte que 

i=rt 

'!'(0 =^A;sin(a,<-t- 

t=i 

Les Az, les a/ et les p/ sont des conslanles; mais les a/ ne sont pas 
commensurables entre eux, sans quoi la fonction <p serait perio- 
dique. 

Dans ce cas, les precedes precedents sont encore applicables, 
mais les series auxquelles on parvient ainsi, et qu’on pent ordonner 
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suivant Jes puissances de [x, ne sont plus con^^ergentes, de sorLc 
que ces proc^d^s n’ont plus d’autre valeur qiie celle que pent pos- 
s^der, d’apres leChapitre VIII, toute metliode de calcul forme]. 

Nous pourrons done satisfaire formellement a I’^qiiation ( 1 ), en 
faisant 

( i ) ar = S cos ( A + ^ ^ sin { A -I- Y/« ) 

Dans cette formule, A, Bm et sont des series ordonndes sui- 
vant les puissances de jx et dont les coefficients sont des con- 
stantes. Les sont des combinaisons lineaires ^ coefficients 
entiers des a/, de sorte que 

== Niaj-T- N2a2 +. . .-f- 

ct les sommations doivent lire ^tendues a loutes les combinaisons 
des valeurs endures des Ni , Na, . . . , N^. 

La divergence de la serie ( 2 ) pourra causer quelque ^tonnemenU 
Supposonsj en effet, que les a/ sont de la forme 


ai = ;n/X -f* mj, 


les nii et les m\ etant des entiers et \ line constante qui est la 
m^me pour tous les a/, 

Faisons varier \ en conservant a p., aux A,-, anx [3^, aiix mi et 
aux m\ des valeurs invariables. 

Pour toutes les valeurs commensurables de X, les a/ seront 
commensurables entre eux et la fonction o sera pdriodique. Nous 
savons alors, par le n° 29, que I’equation (i) admetune solution de 
la forme ( 2 ) et de plus que cette solution n’est pas purement for- 
melle et que les series sont convergentes. 

Gomnie, dans lout intervalle, il y a line infinite de nombres 
commensurables, on s’6tonnera que les series auxquelles on par- 
vient, quand X varie dans un intervalle si petit qudl soit, puissant 
6tre ainsi une infinite de fois convergentes et une infinite de fois 
divergentes. 

On coraprendra mieuxee fait paradoxal si Fon^tudie Fexemplc 
simple qui va suivre. 
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Soit r^quation du premier ordre 


(3) 


dx 

Tt 


= iPO. 


^^79 


Je supposerai qiie cp est une serie de la forme 

<p = SA;7i.n[JLl'”H-l«icos(wX— -n)f. 

Les m et les n prennent toates les valeurs emigres possibles, 
\ est une constante, les ^rn.n sont des coefficients constants, et ^ 
est un param^lre tres petit, par rapport anx puissances duqiiel 
nous developperons. 

L’int^gration donne alors 

(4) \ogx = Ao.oJf-hV — * - ■ sin(wiX — n)t^ 

17 % A 7 % 


Cette solution doit 6tre modifi^e quandXest commensurable; soit 
en effet X=^, P 6t j ^tant premiers entre eux, ml — n sera 
nul quand on aura 

m = hq, n = A/>, 

h ^tant entier. 

II viendra alors 


(5) 


log!g = Bf ^ mX^— 'I'"' sin(OTX - n) f. 


ou sous le signe S on ne donne a m et a n que les valeurs qui 
n’annulent pas ml — /i et oii 

A =-HQO 

Si dans les formules (4) et (5) on passe des logarithmes aux 
nombres, on trouvera dans un cas comme dans I’autre 


X = 

^tant une s^rie ordonn^e suivant les puissances de p. et dont 
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les coefficients sont formas d’un nombre fini de termes en 


ou 


sin(mX — n)t 
cos(mX — n)t. 


Seulement ily a entre les deux cas deux differences : 

1 ° Si est commensurable, la s^rie 4'(^) est convergente; si au 
contraire \ est incommensurable, la s^rie <|>(^) ponrra ^tre diver- 
gente et la solution deviendra purementformelle. 

2 ° La valeur de J’exposant C n’est pas la m^me dans les deux 
cas. Si ^ est incommensurable, C est 6gal ^ Aq.o? si X est commen- 
surable, C est egal a B. Done C n'est pas une fonction continue 
de 

II doit en etre de meme de h dans le cas de Fdquation (i) et 
e’est ce qui nous explique pourquoi dans ce genre de questions il 
n’est pas permis de raisonner par continuity. 
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Equations a second membre. 

190. Nous avons vu au 177 que Pequalion (6 b) du n° 169 
pouvait, parun changement convenable de variables, ^tre ramenee 
a la forme 

(1) ^,C0S2^j= cp(0. 

Dans cette expression, cp ( ^) est une fonclion connue de ^ et cette 
expression est une somme de termes de la forme 

pcosX? ou ^sinlt, 

Dans le Chapitre pr^c^dent, nous avons appris a int^grer I’^qua- 
tion sans second membre, c’est-a-dire F^quation (i) ou Fon a 
fait (p(^) = 0 , et nous savons, d’autre part, que Fint^gration d’une 
Equation lin^aire a second membre pent toujours se ramener a 
celle de Fequation priv^e de second membre. 

La question est done r^solue ; nous avons m^me au n® 184 envi- 
sage Fequation (i) en y faisant 

<p(i) = p cosX^, 

et nous avons vu qu’on y pouvait satisfaire en y faisant 

(2) =:SB/iCOS(X 

et que les etaient definis par les relations |(4) et (’4 bis) du 

no 184. 
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l)e nieme, si nous faisons 

cp(^) = p sinX^, 

on salisfera a r^qualion (i) en faisant 

bis) a: = SB/2 sin(X -f- a/i)/, 

pourvu que les soient encore d^finis par les relations (4) 
et (4 bis), 

II est clair alors que, si (p(^) est line somme de termes de la 
forme Pcos).^ et ^sinX^, on aura une solution parliculiere de 
I’equalion (i) qiii sera une somme de termes de la forme 

B;, cos(X -h 2 7 i)i ou sin(X + 2^)?, 

el Ton obtiendra la solution g^n^rale en ajoutant a cetie solution 
particnliere la solution g^nerale de I’equation sans second membre. 

II y aurait exception dans le cas ou I’un des coefficients 
definis par les ^nations (4) et (4 bis) du n° 184, serail infini; 
c’est ce qiii arrive, comme il est aise de le voir, si X est egal 
a h + 2 71, n etant un entier, 

Dans ce cas, on pent toujours int^grer I’^quation (i), mais le 
temps ^ sort des signes sinus et cosinus, de sorle que la solution ne 
conserve pas sa forme purement trigonom^trique. 

Si I’on suppose, par exemple, 

(p(0= P cosA^, 

la solution g^n^rale sera de la forme 

cc = iS A;jsin( A -4- 2 7i)if -f- S(Bn-+- Ci Kn) cos (A in) t 

4- G 22 A;i sin(A -h 27i)^. 

Ainsi la condition ndcessaire et suffisante pour que la solution 
conserve sa forme trigonom4trique, c*est qu’aucun des X corres- 
pondant aux divers termes de <p(^) ne soit 6gal a A -l- 2 n, 

Si maintenant X, sans ^tre rigoureusement ^gal a A -f- 2 7 i, ^tait 
tres voisin de A + 2 / 2 , Fun des B^i, sans 6tre infini, deviendrait tres 
grand. 

Cela n’aurait pas d’inconvdnient si I’^quation (i), c’est4-dire 
Tequation (6 b) du n° 169, etait rigoureusement exacte; mais il 
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n’en est pas ainsi : elle n’est qii’approch^e, ainsi que nous I’avons 
vii auChapitreXVI, et, pour qu’elle soit suffisamment approchee, 
il faut que p, que nous appelons ici reste toujours Ires petit. 

Si done Pun des coefficients 6tait tres grand, x ne reslerait 
pas tres petit; les termes negliges pourraient devenir assez grands 
pour que la methode d’approximation devint illusoire. 

On doit done eviter qu’a aucun moment, dans la suite des 
approximations, on ne voie apparaitre dans le second membre 
de (i) des termes dont I’argument \T, soit tres peu different 
de (A + ^n)t. 

Considerons d’une maniere plus g^n^rale T^quation 

<5) ^-{-a?/(«) = o(0> 

ou/(^) et <p(^) sont des fonclions de i developpables en series 
trigonometriques. 

Soit pcos)v^ ou psinX^ iin terme de soit acosp/ ou 

a sin [ji ^ un terme de f{i), 

Considerons P^quation sans second membre 


d.^ X 


Soient x^ et Xi deux solutions independantes de cette equation, 
x\ et x[^ leurs d^riv^es par rapport a ^ ; on aura 


— x^x\ — G, 


C ^tant line constante que nous pourrons toujours supposer 6gale 

a I. 

La solution g^n^rale de P^quation k second membre sera alors 


(6) 


0? = — a?! Xz(f{t)dt -h Xi ^ Xii^{t)di, 


D’apr^s le n® 188, X{ et x^ sont une somme de termes de la 
forme 


cos^ * 


Ji elant une constante, qiil est la m^me pour tous les termes, et y 
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^tant une combinaison lineaire a coefficients entiers des coeffi- 
cients jJL. 

Quelle est maintenant la condition pour qiie I’expression (6) 
conserve sa forme trigonometrique? II suffitque, £p(^) et 
supposes d^veloppes en series trigonometriques, il n’y ait pas de 
terme tout connu; 

Oil Lien encore que le d^veloppement de ou de X 2 ne con- 
tienne pas de terme ajant m^me argument que Fun des termes 
de 

Ou enfin que etant L’un quelconque des arguments des termes 
de ^ — A ne soil pas une combinaison lineaire des p, k coef- 

ficients entiers. 

Si, en particulier, la fonction /(£) est periodiqiie de facon que 


(JL = 71 a, 

n etant enlier, le rapport devra pas dire entier. 

Si f(t) est une fonction periodique de deux, arguments aZ et |3 
de telle fa^on que 

jx = moc -h Tip, 

ni et n <itant entiers, on ne devra pas avoir de relations de la 
forme 

X — A = 7?ia -t- Tip. 

Ces conditions sont sufjfisantes, mais elles ne sont pas n^ces- 
saires; si, en effet, un terme de Xx et un terme de 'f (Q ont m^me 
argument, leur produit donnera dans le developpement de x^ ^{t) 
cm terme tout connu. Nous obtiendrons done ainsi aiitant de 
termes Lout connus dans le produit qu’il y a dans les deux 

facteurs de couples de termes ayant m^me argument- Mais il pent 
se fairs que ces termes se detruisent mutuellement. 

La condition n^cessaire et suffisante est done que le terme lout 
connu de X\^{t) et celui de x^o^t) soient nuls. 
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Equation de F^vection. 

191. Appliquons les considerations qui precedent k Tintegra- 
lion par approximations successives de I’equation 

vv 4-rr(g'2«.^^cos2^) = a<p(a7, t), 

a est un coefficient tr^s petit, <p(a;, t) est une fonction connue 
de ^ et de ^ dont les termes sont tous de la forme 

XxP COsXi -f- JJL, 

p est un entier, A, X et [a sont des constantes quelconques. 

Je vais ^crire cette equation sous la forme 

d^ X 

p _i^ (— Y)cos 2^] = cp, 

p ety etant des constantes tr^s petites dont je me rdserve de deter- 
miner plus loin la valeur en la modifiant a chaque approximation. 
Comme premiere approximation je ferai 

J’obtiendrai ainsi une Equation de meme forme que Fequation (i) 
du num^ro precedent et elle me donnera une premiere valeur 
approchde de x que j’appellerai je designerai par la valeur 
correspondante du nombre A. 

La fonction conservera sa forme trigonomeirique et ne con- 
tiendra pas de terme seculaire, parce qu’en general aucune des 

differences ^ ne sera enti^re. 

2 

Pour la seconde approximation il faut faire 

?==?(?!, 

Mais si Ton conservait e p et y la valeur zero, les developpe- 
ments de y et de contiendraient des termes tout connus et 
le temps sortirait, d’apr^s ce que nous avons vu plus haul, des 
signes trigonometriques. 

H. P. - TL 10 
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II convient done d’attribiier a p et a y de nouvelles valeurs 
et y 2 que nous choisirons de telle sorte que Tint^grale g-^n^rale de 
I’equation 

{7,his) ^4-iir[^2 4.(__^j^)cos2i] = p 2 ^i-+-Y 2 ?iCOS 2 ^-i-a^($i,«) = 4»i 

ne contienne pas de termes s^culaires. Nous savons quelle esL 
la condition necessaire et suffisante pour qu’il en soil ainsi. 
Solent et deux intdgrales ind^pendantes de T^quatlon 

d^x , * . 

_ -Uip(y2„^,COS20=0. 

Ilfautqueles d^veloppemenlsde^^^^’^|;^ etde^rg’^i ne contienne 
pas de terme tout connu. II est clair que I’on pent toujours dis- 
poser de P 2 de y 2 pour qu’il en soil ainsi. 

Cela pose, enyisageons I’equation 

^ -h ir [gr 2 4 - p 2 + (— ^ J H- Y 2 ) cos 2 !f] = 0 . 

Soient et deux intdgrales de cette Equation et la 
valeur correspondante du nombre h\ et serout alors 
d^velopp^s suivant les cosinus et les sinus de + 2 n)t, n ^tant 
un entier. 

Observons maintenant que contient des termes de deux sortes. 
Ceux de la premiere sorte dependent des sinus et des cosinus de 

Ai-han)^; 

ceux de la seconde sorte dependent des sinus et des cosinus de 

(X -4- 27l)?, 

\t 6tant un des arguments dont depend tp. 

Soil alors ce que devient quand on y remplace par 
dans les termes de la premiere sorte; et soit 6' ce que devient 
quand on y remplace 5i par \\ . 

All lieu de r^qualion 

d^x 

Ps+(— ?I + Yll)C0S2#] = ij/j. 
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qu’il pourrait paraitre naturel d’envlsager, puisqu’elle s’oblient 
en faisant dans les deux membres de (2) 

P = p2, V = r2 


et dans le second membre 


an Jieu de cette equation, dis-je, nous envisagcrons la suivante 

( 3 ) ^ -i- ^ + Pa -h (— <7i H- Y2 ) cos 2 ^ ] = ct; . 

En effel Aa diflfere tr^s peu de de sorte que la diffe- 
rence est bien de I’ordre des termes que nous negligeons. 

Considerons une solution quelconque de cette equation ( 3 ). 
Comme et ^3“’ diflPerent peu de et x[P et i' de les 
termes tout connus de 

et 


diff^reront peu de ceux de 


qui sont nuls; ils seront done tres petits; done, dans la solution 
envisag6e de I’^quation ( 3 ), les termes seculaires seront tres petits 
et nous pourrons les negliger; j’appellerai alors ?2, non pas la 
solution de T^uation ( 3 ) elle-mSme, mais ce que devient cette 
solution quand on en a retranch^ ces termes seculaires. 

Soit alors 

4^2= P8$2 + Ysbeosa^+aodz, 0- 


Nous d^terminerons Ps et de telle fagon que les termes tout 


connus de 




soient nuls. 

Formons maintenant T^quation 


^x[q^-^ ^1"^“ Ys) cos2^] — 0. 

Soient accf deux solutions de cette Equation et Aglavaleur 
correspondante de h* 
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Soil ce que devient S2 quand on y remplace A2 As? c’est- 
a-dire que est deduit de ^2 comme de Soit ce que 
devient 1^2 qnand on y remplace ^2 So* 

Envlsageons 1’ Equation 

p3H“(”” ^1“1“T3 )cOS2^] — 

et soit ce que devient une des solutions de cette Equation quand 
on en retranche les termes s^culaires, de telle sorte que ^3 se 
d^duise d’une solution de (4) par la jn^me loi que d’une solution 
de( 3 ). 

II est ais6 de voir en effet que ces termes sdculaires sont du 
meme ordre que ceux que nous avons negliges dans cette troi- 
sifeme approximation. 

Ayant ainsi d^fini on proc^derait d’apres la m 4 me regie aux 
approximations suivantes. 

II me reste quelques observations a faire. 

Pour former Pequation ( 3 ), nous avons remplace plus haut 
dans $1 et dans le coefficient h{ par A2, c’est-^-dire que nous 
avons remplac6 et par S' et A' ; et de meme aux approxima- 
tions suivantes. 

Si nous ne I’avions pas fait, nous aurions introduit un beaucoiip 
plus grand nombre d’arguments qu’il n’est necessaire, ce qui 
aurait ^t^ un tres grave inconvenient. 

Mais en revanche il semble d’abord que nous aurions ainsi evite 
compUtement les termes sdculaires; en effet, conliendrait des 
termes d’argumetit (A|4-2 7i)^, et des termes d’argu- 
ment (A2-h 2/i)f, de sorte que les produits ne con- 

tiendraient plus de termes tous connus, mais seulement des 
termes en 

cos(Ai — sin(Ai— 

Mais ce serait Ik une illusion; car, la difference hi — A2 ^tant 
ir^s petite, ces termes sont k trhs longue periodc; rintdgration 
ntroduirait de tr^s petits diviseurs et la convergence des appi'oxi- 
mations deviendrait illusoire. 

D’autre part, il semble que le succes de la melhode tient k la 
circonstance suivanle. A chaque approximation nous avons deux 
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conditions a remplir, puisque nous devons annuler les termes tout 
connus de 

et nous disposons precis^menl de deux arbitraires et Yi+<* 

On pourrait ^tre tente de croire que c’est pour cela que 
M. Gyld^n a fait passer dans le premier membre le terme 

qiXCOS^t, 

malgr^ la petitesse du coefficient q^, et qu’il a simplement voulu 
avoir deux termes dans le premier membre alSn de disposer de 
deux coefficients indetermin^s. 

Ce serai 1 1^ une erreur. 

Les principes du Chapitre IX nous montrent en effet que, quand 
m^me et y seraient nuls, on pourrait poursuivre les approxi- 
mations sans introduire de termes s^culaires; nous aurions, il est 
vrai, deux conditions a remplir, mais quand nous aurions dispose 
du seul coefficient arbitraire qui nous reste de fagon a satisfaire k 
la premiere de ces conditions, la seconde, ainsi que nous Tavons 
YU au n® 127, serait remplie d’elle-m^me. 

On le comprendra mieux d’ailleurs, quand j’aurai modifi^ la 
methode d’approximations successives du present num^ro de 
fagon a lui donner la forme suivante. 

192. Soil la valeur de x obtenue dans la approximation 
par la methode du num^ro precedent; ce sera une somme de 
termes dependant du sinus ou du cosinus d’angles tels que le 
suivant 

^ 2^2*4- / 7 I 3 X 3 -h . .-I- 


/n^, m 2 , . . . , m ;2 sont des entiers; hi est la yaleur approch^e 
du nombre A; sont les arguments des divers termes 

de (p(^, t). 

Posons hit = (V/, il viendra 


® z= JTli Wi -h (277I2 -f- 7713X3 -h. . . -f* 


Alors \i pourra lire consid^r^e comme une fonction de deux 
yariables (V/ et de plus, cette fonction sera d^veloppable suivant 



CHAPITRE XVIII. 


ago 

les puissances du petit paramfetre a qui entre dans le second 
membre de (i); de m^me, hi sera developpable siiivant les puis- 
sances de a. 

Ainsi le problemc dont nous nous sommes occupes au numero 
precedent peut s’enoncer comme il suit. Nous avons chercb^ a 
satisfaire formellement a Pequation (i) en y remplacant x par 
line serie developpable suivant les puissances de a el suivant les 
cosinus et les sinus des multiples de 

tp, a?, 


La variable auxiliaire w doit elle-m^me ^tre 6gale a ht^ le nombre h 
etant developpable suivant les puissances de a. 

On peut donner la solution de ce probieme sous une forme plus 
saiisfaisante pour I’esprit en dirigeant les approximations comme 
je vais le faire. 

Si nous meltons en Evidence ce fait que x depend de t de deux 
manieres, d’abord directement, puis parce que x est aussi fonc- 
tion de w et (v fonction de t, Pequation (i) s’ecrii'a 


( 5 ) 


y d^T d^x 
-jf — T -ha/? — -ji -h ’ jzr 

dw^ dKV dt di^ 


= St ©(a:*, 0- 


Comme x doit ^tre d^veloppe suivant les puissances de a, nous 
teirons 


(6) ir = a?o-haa7i-ha2a72-i-. ... 
et de m^me pour h 

(7) A = Ao-h aAi-f- a2/?2 -h. . . 

{hi n’a done plus le m^me sens que dans le numero precedent). 

Substituons les ddveloppements (6) et (7) dans Pequation aux 
d^riv^es partielles ( 5 ). Les deuxmembres de cette Equation sont 
alors d^velopp^s suivant les puissances de a, figalons dans les deux 
membres de( 5 ) les termes ind^pendants de a, puis les coefficients 
de a, puis ceux de a^, . . • , nous obtiendrons une s^rie d’^quations 
que j’appellerai Eq, E|, £2, . . de telle fagon que Pequation E,- 
s’obtienne en dgalant les coefficients de a*. 

L’^quation Eq devra servir k determiner Aq et x^, Pequation E| 
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k determiner et et enfin Tequation a determiner hi 

et Xi. 

Pour ecrire plus facilement nos equations, nous conviendrons, 
comme dans le Chapitre XV, de representer par ^ toute fonction 
connue. 

Alors Eo s’ecrit 




oJlo 


d^Xo 
dw at 


d^Xi) 

'~dF 


-^XQ{q^ — ^iCOS^O = o. 


De meme, £< s’ecrit (en se souvenant que et x^ sont sup- 
poses avoir ete prealablement determines al’aide de Eq) 


-h 2 


dw^ 


■H ‘ihi 


Ao 


d^Xx 
dw dt 


d^-^Xx 

dw dt ® dw“ 
d^ X 

-T-:ri( 2 r 2 _^jCOS 20 == 




el, en general, E; s’ecrira 


2hohi 


d^Xo 


■ 2hi 


dw^ 

d^Xi 


+“ 2 A 1 


dw dt 


d^XQ , , 5 d^Xi 

dw dt dw^ 

4-a?/(gr2__grjCOS2 0 = 




L’equation Eo est facile k integrer; elle se ramene en effet a 
[’equation (i) du n° 190 qui a fait I’objet du Chapitre precedent. 
Nous aurons une integrale en faisant 

070 = SAnCOs(«^ H- ^nt\ 

les coefficients kn etant les memes que dans le n® 178 et Ao 
etant egal au nombre que nous avons appeie A dans le Gha- 
pitre XVIL 

Nous en aurons une encore en faisant 

o?o = SA/i sm(w» + 2 7i^). 

Si done nous posons 

J = SA;tCOS((v 4-2 71^), 7) = SA;i sin («» 4-2 710 

et si p et si y sont des constantes arbitraires, nous aurons encore 
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une integrale eti faisant 
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= PS + T^- 


Cest la seule d’ailleurs qui soil p^riodlque en et ea t. 

Passons a Pequation ; si h\ etait connii, on pourrait 1 ecrire 


( 8 ) 


dw'^ 


2 ho 


d'^scx 


dw dt 


?lC0S2f) = 


Comment integrerions-no US alors Pequation (8)? 
Posons 


= — 2A;*(AoH-27i)sin(tv-4-2/iO, 

7]'= 4- ^ = ^-2A«(Ao^-27^)COS((V^-27^^). 


Le determinant — S'vj sera une constante que nous pourrons 
toujours supposer egale k i, puisque les rapports des coeffi- 
cients sont seuls determines et que Pon pent choisir arbitrai- 
rcment Aq. 

Appliquons maintenant la methode de la variation des con- 
stanles. Si nous d^signons par p et y, non plus deux constanies, 
mais deux fonctions de iv et de C, nous pourrons ddfinir ces deux 
fonctioDS par les equations 


, dxi dxy QV, , 


Si nous posons, pour abr^ger, 



I'^quation (8) pourra alors Stre remplac6e par les deux suivantes 

P'|'+-f'V=4-. 
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d’ou 

( 9 ) 

Ces Equations (9) sont faciles a integrer. 

Prenons, par exemple, la deuxi^me de ces dquaiions (9); 
$5 sera developpable en aae s 4 rie de la forme 

(10) = Bo + 2 B cos(/w»' -f- 


agS 


I 


les B et les k sont des constanles, m est un entier; pt est une 
combinaison lin^aire a coefficients entiers de 2 et des j’ai mis 
en Evidence le terme tout connu Bq. 

L’^quation 

nous donne alors 


dw dt 




Y = Bo<+^ 


B sin ( mw h- fi. ^ ^ ) 

mko-h- 




^ ^tant une fonction arbitraire de pp — Ao 

Si nous voulons que y soit developpable en serie trigonome- 
trique, de m^me forme que la sdrie (10), il faut : 

1° Que cette fonction ^ soit nulle (car je ne suppose pas que 
Ton ait de relation de la forme 7nAo~hp. = o). Nous prendrons 
done = 0 ; 

2° Que B soit nul. 

Pour que nous puissions r^soudre le probleme que nous nous 
sommes propose, il faut done remplir deux conditions : 

Le terme tout connu de de meme que celui de $7), devra 
etre nul. 

Nous choisiroDs /^^ de fagon a satisfaire k Pune de ces conditions 
etPautre devra etre remplie d^elle-^mime, k moins que le probleme 
propose ne soit impossible. 

On se servirait de m^me de Pequation E,* pour determiner Xi 
et hi] pour que ^/conserve la forme trigonometrique, il faut deux 
conditions; on satisfera k Pune en cboisissant convenablement hi 
et la seconde devra etre remplie d’elle-meme. 

Ainsi : 

Ou bien le probleme propose est impossible ; 
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Ou bien nos conditions doivent ^tre remplies d’elles-m^mes. 


193. Pour demonlrer que ces conditions sont efTectivement 
remplies d’elles-m^mes, il me reste a etablir la possibilite du pro- 
bUme. C’est ainsi que la m^thode du n° 127 n’aurait pas 6t6 l%i~ 
time si je n’avais d^montre pr^alablement au n° 12S la possibilite 
dll d^veloppement. 

Consid6rons un systeme d’equalions canoniques 


(I) 


dxi __ dF 
'df ^ dyi" 


dyi _ dF 
dt dxi 


({ = 1, 2, 


n). 


Je suppose que F est developpable suivant les puissances d’un 
parametre [a, sous la forme 

F = Fo-+- 


mais je ne suppose plus, comme au n° 125, que Fq soil indepen- 
dant des yi> 

Je suppose que F soit p^riodique de p^riode 27 : par rapport 
aux yi. 

Je suppose, enfin, que Ton ait su intdgrer les Equations 


(2) 


dxj __ dyi _ ^Fq 

dt “ dyi^ dt dxi 


et que la solution satlsfasse aux conditions suivantes : 

I® Les variables Xi yi seront des fonctions de n conslantes 
d’int^gration 


et de arguments 


a?;, x'a, 

y'u y'l’ •••, y'n^ 


2 ® Ces n arguments seront eux-m^mes des fonctions du temps, 
de sorte que Ton aura 


\it -h TtTf ; 


les \i seront des constantes qui d^pendront des n premieres con- 
stantes d’int^gration a?'-; les JSi seront n nouvelles constantes d’in- 
tdgration. 

3** Les Xi et lesjK; — seront des fonctions p^riodiques des y'^ 
de p&iode 27t. 
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4° L’expression 

S Xi dy I ~ S x\ dy\ 

sera une difFerentielle exacte. 

On aura ^videmment 

(3) Fo(ii7/,jz) = const., 

c’est-a-dire que Fo ne d^pendra que des constantes d’integra- 
tion x'l. 

On se rappelle le theoreme du n° 4, qui pourrait d’ailleurs 
s’enoncer ainsi. 

Quand on fait un changement de variables, en passant d’un 
systeme de variables conjugates (a:/, y^ a un autre systeme de 
variables conjngutes y'-), la condition pour que la forme cano- 
nique ne soit pas alterte, c’est que Texpression 

^x\dy\--'2.Xidyi 

soit une difftrentielle exacte. 

II en rtsulte que, si dans le cas qui nous occupe, nous prenons 
pour variables nouvelles x\ et^'-, les equations (i) conserveront 
leur forme canonique et deviendront 

^ 

^ ^ dt dy\ ’ dt dx\ 

II est evidenl : 

I® Que F sera ptriodique par rapport aux^'-; 

2 ® Que Fo ne dependra que des x\^ ^ cause de rtquation (3). 
Les Equations (5) satisfont done aux conditions des n°* 125 et 127 
et il en rtsulte qu’on pourra y satisfaire formellement de la 
maniere suivante : 

Les x\ et les seront dtveloppables suivant les puissances de p., 
sous la forme 

x\ = x'^ -H ^x'f- -I- -4- . . . , 

y* =y/® t^y^^ *+• • • • 

Les odf et les seront des fonctions de n constantes d’inttgra- 
tions et de n arguments 


= /Iff 
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les Hi etant des constantes d^veloppables sulvant les puissances 
de [x et les des constantes arbitraires. 

Les xf et les seront p^riodiques par rapport aux a 
I’exception dejv'j*^ se redaira a Wi] j’ajoule que est une 
constante. 

Nous n’avons plus qu’a substituer ces valenrs de x'l et dans les 
equations qui donnent les variables anciennes en fonctions de ces 
variables nouvelles x\ ety^, et nous verrons ainsi qu’on peut satis- 
faire formellement aux Equations (5) de la fa^on siiivante : 

Les^j-et les seront d^veloppables siiivantles puissances de p, 
sous la forme 

Xi = irf H- ^x\ -h . . . , 

Les et les seront periodiques par rapport anx iVi, a 
I’exception de y]] mzisy\ — Wi sera periodique; il n’arrivera pas 
toutefois que se reduira a une constante et y\ a pp,-. 


194. Appliquons ces principes ^I’equation (i) du n° 191, que 
j’^crirai ainsi en lui donnant un nouveau num^ro 

(6) ^ gricoS2 0 = a'?(^, t). 


Cherchons k la ramener a la forme canonique. 
Soit tj/ une fonction de 2 ? et de ^ telle que 


o{x, t) = 


dx' 


o sera, comme d^veloppable suivant les puissances de x et siii- 
vant les sinus et les cosinus des multiples de 

•••> 

Posons pour plus de sym^trie 

2 = ^2* 

Posons ensuite 



yi^ht (i ^ 2 , 3, /i), 
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et supposons que dans dans t}; et dans le terme q\ cosaif on ait 
remplacd partout \it par yt de telle fagon qne les deux membres 

de (6) deviennent des fonctions de de et des yi^ perio- 

diques de p^riode 27: par rapport aux 
Introduisons a — i variables auxiliaires 


et posons 


^2i ^3j •••} 


v" 

F = 4- — (2^®— q — 


Nous pourrons remplacer I’^quation (6) par le systeme d’^qua- 
lions canoniques 


(7) 


dx 

dt dy^ 

dxi 

It ~ dyi’ 


dy _ dF 
dt ^ dx^ 


dyi 

dt 


dxi 


(/ — a, 3, • » . } n). 


Si nous posons ensuite (C/, n® 181) 


I’expression 


x = 


i /a^ cosyi, 


y = q sinji, 


xdy — xxdyi 


sera une difTerentielle exacte; la forme canonique des equations 
ne sera done pas alt^rde si nous prenons pour variables 
yi{i=i, 2, n). 

F sera d’ailleurs periodique par rapport , 72, . . . , yn, et il 
viendra 

= 2^a?i. 

C’est le petit parametre a qui joue ici le r6le de [x et Ton voit 
que F est developp^ suivant les puissances de a. 

Si nous faisons a = o, F se reduira k 


Fo == — iFi cos^y^x cosjri — SX/a?/. 

Nous pourrons trouver une fonction S dependant de n con- 
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stantes arbilraires . . . , qui satisfasse a 1 Equation 

(8) ^ f; ^ ^ 

C^estj avec quelques differences de notations, I’equation du n° 181 , 
nous avons vu, dans cen® 181) qu’en regardant q\ comme un coef- 
ficient tres petit analogue au param^tre p. du n° 12S, on pent 
appHquer a cette equation les methodes de ce n° 125. La fonc- 
tion — esL une fonction de 

el yz seulement periodique en 7^ eiy^ (C/. n° 181) ; on n’a pour 
s’en convaincre qu’a appliquer a I’equation (8) la methode du 
n® 125 en faisant jouer a qi le role de p. 

II resulte de la que Ton peut salisfaire aux Equations 


(9) 


dcc{ 

dt 


d?, 

dyr 


en faisant, comme au n® 3, 


dy, ___ ^ 0 ^ 
dt dxi ’ 


et, d’autre part, 





dx'/ 


y'l = lii -i- TSii 


li et mi sont des constantes, la seconde arbitrairc. 


Nous aurons simplemenl 

x£ = xi ct ri-yn 

pour f ;> 2. 

Nous aurons egalementy^^/a- 
Quant ky\j il sera egal a 

— /it — j- tCTj, 

de sorte que le coefficient ne sera autre chose que le nombre h 
change de signe. 

II est aise de trouver la fonction S, ou bien encore Fexpression 
des Xi et des 7/ en fonctions des 7^- ; on les trouvera sans peine, 
en effet, quand on connaitra le nombre h et les coefficients An 
d^termin^s au Chapitre precedent. 

J^observerai seulement que, d’apres la definition mime des 
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variables nouvelles et jk/, Texpression 

= 'SlXidyi 'Zy\dx\ 
et par consequent la suivante 

^(xidyi — x\dy\) 

seront des dijOferentielles exactes. 

D’autre part, les oili et les y^ — y\ seront des fonctions perio- 
diques des y\, 

Enfin il viendra 

Fo = -4- hx\ — . .— IjiXn. 

Si done nous prenons pour variables nouvelles les et les y'^, la 
forme canonique des Equations ( 7 ) ne sera pas alteree et elles 
pourront s’^crire- 

. dx[ __ dP dy\ d^ 

~cli l/T dx’i' 

D’ailleurs F sera p^riodique par rapport aux y\ et, pour a = o, 
F = Fo ne dependra que des 

Nous serons done dans les conditions des n°® 125 et 127 et nous 
pourrons concliire que les x\ et les et par consequent les Xi et 
les yi pourront s ’exprimer formellement en fonctions de a, de n 
constantes arbitraires et de n variables (Va, de telle fagon que les 
fonctions Xi.yi — Wi soient developpables suivantles 

puissances dea et periodiques par rapport aux Us seront de la 
forme 

Wk = 

les Wk etant de nouvelles constantes d’int^gration, et les fik des 
constantes d^veloppables suivant les puissances de a. 

II est d’ailleurs ais^ de voir que, dans le cas particulier qui nous 
occupe, on a pour k > i 

Pour salisfaire non seulement aux Equations ( 7 ), mais a I’^qua- 
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tion (6) d’ou nous les avons dMuites, il faiit prendre 

II resulte de tout cela que le probleme que nous nous sommes 
propose an numero precedent est possible, et par consequent que 
les conditions dont nous avons parle a la fin de ce numero doivent 
etre remplies d’elles-m^mes. 

19S. Comme cela doit avoir lieu quel que soit etmime pour 
= 0 , et que ce fait n’a pu 4cbapper a M. Gyld^n, ce n’est pas 
pour 6viter les termes seculaires que cet astronome a fait passer 
dans ce premier membre le terme en q^ x cos 2 ^, bien que ce coef- 
ficient q{ soit tres petit : c’est pour une autre raison dont je vais 
chercher a rendre corap te. 

Si Ton se reporte au Ghapitre pr^c^dent, on verra que les coef- 
ficients k.n deviennent in finis quand le nombre h est entier; ils 
bont done tres grands quand le nombre h est voisin d’un entier ou 
encore, puisque h differe peu de q^ quand le nombre q est voisin 
d’un entier. 

Si done, ecrivant Pequation du Ghapitre precedent sous la forme 
d^x . 

— = ^ qiXCOSQ.t, 

on eut appliqu^ les precedes du n® 127 en faisant jouer a qx le 
r61e de [jl, la convergence aurait ete tr^s lente dans le cas ou q 
serai t voisin d’un entier. 

Gonsiderons maintenant Pequation 

(i) = t). 

Soit 

Aa:"*cosX^ ou 

un terme quelconque de /); m sera un entier positif ou nul. 
Si m = o, ce terme sera independant de x et pourra rester sans 
inconvenient dans le second membre ; si m > i , le terme contiendra 
en facteur x^ qiii sera gendralement trSs petit et ne pourra avoir 
beaucoup d’influence. 
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llebLe Ic cas ou m = i. 

D’apres ce que nous venons dc voir, on peut appHquer Ics pro- 
cedes dn n° 127 a T^quation 

(a) -h = olXx coslf. 


el, si Ton fail jouer a a le rdle de a, la convergence sera lenle ou 
rapide suivant que^ sera ou ne sera pas voisin d'nn entier. Elle 

sera lente siirtont si ^ est A^oisin de i; et, en cfFet, d’apres ce 

que nous avons vii au n° 179, I’expression de Fi(^) conlienl en 
denominateur cj- — i . 

Jl en resulte que la fonction F(/), ddseloppee comma dans ce 
ii“ 179 suivant les puissances de contientdes termes en 



ebt done ires grande si q est voisin de i. Or requalioii (a) 
se ram^ne a I’equation (3) en j changeant t en y , gr en aA 
en — 

L’int6grale de ( ‘i) pourra done devenir grande et sa convergence 
sera lente si y est voisin de i, ainsi que je viens de I’^noncer. 

Si done, dans le second membre de (i), il y a un terme tel que ir 
Y entre en facteur a la premiere puissance, et si son argument 7.^ 

est tel qi-^ey est voisin de i, on augmeniera beaucoup la rapi- 

dite de la convergence en faisant passer ce terme dans le premier 
membre. 

Voyons si ce cas se pr^sente dans Fapplicalion de la methode 
de M. Gyld6n au Probl^me des trois Corps. 

IT. I\ - II. 


20 
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Reprenons I’cquation (6 bis) du n® 168 

(6iw) = 

Les termes de B sont cle Fordre dc grandeur des forces perlur- 
batrices; ils dependent de + P P^j nous pouvons 

supposer qu’on en ait fait disparaitro y , et par les precedes 
des 170 a 172 ou par des procedes analogues, qu’on ait rem- 
plac^ en fonction de t^o- 

Alors B ne dependra plus que dc p et de Pq et ses termes seron i 
dc la forme 

, cos. 

. APo- 
' sm 

Quant a X, il sera ^gal a 

m -{- p/2, 


m et n elant des en tiers cl ja le rapporl des nioyens mouvements 
des deux planetes. 

Distinguons dans B les deux termes suivants 


el posons 


ap ct ppeosat^oj 
B = ap -i- pp cosat^oH- B', 


Nous pourrons fame passer ap dans le premier membre et ecrire 

p 

^ 4- p(i — a)= B'4- cosa(?o. 

Cette equation est de menie forme que IMquation (i). Pour 
savoir s’il convient de faire passer dans le premier membre le 

terme ppeosa^o, il faut voir si la quantile qui* correspond a^ 
est voisine de i. Or cette quantile est egale a 


V'l — a, 

et a est de Fordre de la fonction perturbatrice. On augmentera 
done beaucoup la rapidite de la convergence en faisant passer ce 
terme dans le premier membre et il n’y a pas les m^mes raisons 
pour y faire passer les aulres termes de B^ 
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Mais vo^yons maintenant la chose d’un peu plus pres. La difficulte 
provient de ce qiie le coefficient de p est voisin de i; ou bien 
encore de ce que ce coefficient de p se r^duit a i quand les masses 
perturbatrices sont nulles. 

Quand les masses perturbatrices sont nulles en effet, le mou- 
vement devient kepl^rien et les Equations da mouvement se 
reduisent a 

u 

Si les masses perturbatrices restant nulles, les deux planetes 
eussent 6te atlirees par iin astre central, mais suwant toute autre 
loi que celle de Newton, ces equations seraient devenues 

d^u f . 

dtant line fonction de u dependant de la loi d’attraction. 
Posons ensuite, comme au n® 169, 


M -h p, 


Hk etant une fonction connue de peu differente de et negli- 
geo ns les puissances sup^rieures de p, I’dqualion deviendra 




^tant la d^rivee de cc et A une fonction connue de Pq? ainsi 
1 * 

quey'(Mi). 

Si, par exemple, Ut 4tait ane constante, oa si <f{u) ^lait une 
fonction lin^aire, est une constante gen^ralement diflKrente 

de I, de sorte que la difficult^ que nous venons de rencontrer ne 
se pr^senterail pas. 

Ainsi la difficult^ qui nous a oblige iifaire passer le terme en qt 
dans le premier membre n’existe pas avec toute autre loi que ceUe 
de Newton. 

Cela tient a ce que, si Ton adopte la loi de Newton et si les- 
masses perturbatrices sont toujours suppos6es nulles, les perih^lies 
sont fixes, ce qui n’est plus vrai avec toute autre loi d attraction. 

C’est ce que j’ai d^jl fait observer au d4but du GhapitreXI. 
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Ainsi la difficulte dont M. Gylden se tire en faisant passer lo 
lerme en dans le premier membre est precisdment la m^me dont 
nous avons triomphe plus haul par les precedes du Chapitre Xl. 


Equation de la variation. 


196. L’eqnation (5«) du 169, dite equation de la \arIaLlon, 
s’ecril 


(I) 




— G sm{mpo-i- 4- >5:) = 


A, 


C etant une constante et A une suite de lermes tr^s pelits qne 
nous supposerons dependre seiilement de y. 

Posons alors 

mPoH- nfjLPoH- k = V, 


I’^quation deviendra 


d^l 



A 


m 


A ^lant une fonction trfes petite de V et de Tq; comme A est tres 
petit, je puis ^crire 

A = am©(V, Po)? 


a dtant un coefficient tr^s petit, et me proposer de ddvelopper 
suivant les puissances croissantes de a. 

On a done 


d^Y 

dvl 



acf(V, Po). 


Sous cette forme on Yoit qiie Tequation (i) rentre comme cus 
particulier dans la suivante 


/ el (fi4Untdes fonctionsquelconques etaun coefficient Irfespetil. 
II en est de m4me de Tequalion (6 c) du n“ 169 qui pent s’^crire 
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13 extant une somme de termes tres petifcs, que I’on peat transformer 
par les proc^d^s desn°®170a 172, desorte que nous pouvons sup- 
poser qu’ils ne conliennent que p et Vq. 

C’est done cette Equation ( 2 ) que nous allons ^tudier. 

Une remarque est necessaire avant d’aller plus loin. 

Considerons Tequation (i) du n® 191 ; nous nous sommes elForc^ 
de developper la solution de cette Equation suivant les puissances 
de a; dans le Chapitre XVI nous n’avions pas pose le probleme 
tout k fait de la m^me maniere; nous avions dit qu’il fallait dans 
le second membre de cette equation remplacer x d’abord par o, 
puis par sa premiere valeur approch^e et ainsi de suite. 

Mais il est aisi de voir que ces deux modes d’approximation 
reviennent au m^me; si en effet nous faisons dans cette equa- 
tion a = Oj elle se r^duit a 

— ^x{q^—qi cosaO = o 


ct elle admet alors pour solution particuli^re ^ = 0 , ce qui est 
bien la valeur de x que nous avions admise en premiere approxi- 
mation; de m^me avec T^quation (6 c) du n® 169 que Ton peut 
ccrire 

^4-Ap-.Gp3 = a/(p, Po)- 

Si Ton fait a = 0 , 1’^quation admet comme solution particuliere 
p = 0 ; or au Chapitre XVI nous avons precis^ment admis comme 
premiere approximation p = 0 . 

Les deux modes d’approximation sont done encore Equivalents. 

II n’en est plus tout a fait de meme en ce qui concerne Tequa- 
tion (i) du present numEro que nous avons Ecrite 

d^Y G . « V 

-7-^ H smV = ao(V, f?o). 

dvl m i ^ / 


Si Ton fait a = 0 , elle se rEduit a 


(3) 


d^Y 

d^l 


— sinV = o 
m 


et elle admet Evidemment comme solution particuliEre V = 0 . 
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Mais ce que nous avions admis aiiChapilreXVI, comme premiere 
approximation, ce n’etait pas 


mais 


V = o, 


d’o{i 


X = 


V = 772.^0 -{- /I |J. C’o + 


ce qui n’est eviderament pas une solution de r^quation (3). 

Les deux modes d'approximation ne sont pas absolument equi- 
valents; mais, a cause de la petitesse du coefficient C, on peut 
prendre comme premiere approximation une solution de Fdqua- 
tion (3) au lieu de faire y^ = o, sans que la rapidite de la conver- 
gence s’en trouve sensiblement ralentie. C’est d’ailleurs ainsi qu’a 
opere M. Gyld4n. 

Reprenons done Tequation 


( 2 ) 




0 , 


Comme au n^^ 191, je supposerai que y(j:, t) soit une fonction 
p^riodique de periode arc par rapport aiix arguments 


et je poserai 












Je poserai de m^me 
Si alors je pose 




-H 0 — — SX/a?/, 


Fdquation ( 2 ) peut ^tre remplacSe par les Equations canoniqiies 
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Nous nous proposons d’inLegrer formellement ces Equations sous 
la forme suivante; nos variables devront ^tre developp^es suivant 
les puissances de a et ]es coefficients seront des fonctions perio- 
diqiies de periode 21 : de paramStres 


avec 


W, (P2, (P3, pp,,, 


W = ht ”h TSi , tVi XSi, 


II faudra d^ailleurs ^videmmen|:, comme au n° 194, faire 


hi = It, mi = o, = fVt. 

Quant au nombre A, il sera developpable suivant les puissances 
de a. 

Les r^sultats dii n® 193 peuvenl se resumer comme il suit. Si 
un pareil probl^rae est possible pour a = 0 , il sera encore possible 
quand on ne supposera plus a nuL 
Or, si nous faisons a=: 0 , noire equation se reduil a 

(5) 


Elle s’integre tres ais^ment par quadratures, el Ton trouve 

X = Oj{w), J^=//to'(tp), {P = -r TUj, 

jr, = iVi = It t: 

0 ) et to' sont des fonctions de w et d\me constante dfintegration ^ ; 
elles sont periodiques de periode 27 ; par rapport a tr; le nombre 7i 
est une fonction de et 11 x 4 est une nouvelle constante dfinle- 
gration. 

Le probl^me que nous nous soxnmes propose, etant possible 
pour a = 0 , le sera encore pour a^o. 

Il reste a le r^soudre efFectivement. 

Pourcela je rdcris r(5quation ( 2 ), enmetlant en Evidence ce fait 
que ^ depend de t d’abord directement et en outre par Tinter- 
mediaire de tp. Je suis alnsi une nadthode tout a fait pareille a 
celle du n® 192. 
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Je Irouve ainsi 


(6) 


, 


d^x 
d^v dt 


d^x 

~d^ 


+-/(^)= 0- 


Je substitue ala place de^et de/ileurs developpemenls siiivanl 
les puissances de a 

.r r= :ro -f- a^i-H a?x%-^. . . , 

Ii = /iQ -{- SC /i-i + ct^ /i^ -h • * • 1 


et j’egale les coefficients des puissances semblables de a. J'oblieiis 
ainsi les Equations siiivantes 


(7) 


-h2/io 

( 8 ) 

i 



1 

-}- 2/2, 


(•‘•'“‘Si 

2 A; 

(9) 

] 

1 

-+* 2A( 


div dt dt^ 


dw dt 


, d'^Xi 

dw^ 


d^xx d'^Xi j.,, . _ 


* dt 




^ dw dt 

d^x^ , «,/ s T 


Je d^signe par <I> toute fonction connue de t el de (v; le second 
membre de (8) est connu parce que Ao et ont ^te determines a 
Taide de Pequation (7); le second membre de (9) est connu parce 
que /to, Ai, ^o? ont ete determines a Taide de (7) et de (8), 
et ainsi de suite. 

L’equation (7) se ramene a Tequation ( 5 ); on aura done 

^o = co((p, P), 

to etant une fonction de w et de la constante p, p^riodique par 
rapport a tv, 

Consid6rons maintenant I’^quation (8); si ^tail connu, elle 
s’ecrirait 


d^xi , 


d^Xj 
div dt 


d^Xi 

dt^ 


■H/'(^o)^i= 'I’. 


(8 bis) 
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C’est la line equation lineaire a second membi'c. Nous sommes 
done conduit a envisager Tequation sans second inembrc 




. d^s d^s 


Cette equation admet ^viderament comme solution parliculiere 


__ cZtO dix) 

Posons, comme au n° 192, 



Le determinant z^z.y — Go^' sera une constante que j’appel- 
lerai k. Observons en passant que j’ai eorit les equations comme 
si^o? ^ 2 > 'S', z[, dependaient ^ la fois de {v et de tandis que 
ces fonclions ne dependent en r^alil6 que de et que par conse- 
quent beaucoup des termes de ces Equations sont nuls. 

Soient alors y et o deux quantiles definies par les Equations 


^x= 
dw\ 

~dt 


, dx 1 1 , 


Posons, pour abreger, 



8'=Ao 


dw 


dt 


L’ equation (8 bis) poiirra alors ^tre remplac6e par les deux 
suivantes 

Yzi o’zz = 0 , 

yViH-8V2 = 4>, 

d’ou 

0^= 

Ces Equations pourront s’int^grer par le m^me proced^ que les 
Equations analogues du n® 192 et Ton ne rencontrera pas de difli- 
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culte, pourvu que les valeurs moycnnes [de et fl>:?2 soienL 
nulles. 

On disposera alors dc de facon a annuler Fnne de ces valeurs 
mojennes et Fautre s’annalera cVelle-memej puisque nous savons 
d’avance que le probleme est possible. 

L’eqiiation ( 9 ) et les equations suivantes se traitcraient de la 
m^me mani^re. 

Dans certains cas parliculiers, Fint^gralion de Fequation(5) se 
ramene anx fonctions elHptiques; c’est ce qui arrive par exemple 
quand f{x) est tin poljnome du troisieme degr^ en x ou 
qiiand f{x) se reduit a un facteur constant multiplie par sinjr^ 
c’est-a-dire dans le cas des equations (6 c) et (5 a) du n° 169. 


K^sum^. 

197. Dans les pages qui precedent j’ai plnt 6 t cherchd a fairo 
comprendre Fesprit des methodes de M. Gyld^n qu’a respecter 
scrupuleusement son mode d’eisposition. 11 mereste k dire ce qu’a 
mon sens on doit penser de ces methodes. 

Toutes lesfois que le rapport desmoyens mouvements n’estpas 
tres pr^s d’etre commensurable, les methodes de M. Newcomb, 
que j’ai exposees dans les Chapitres IX a XV, paraitront, surtout 
avec les perfectionnements que j’y ai inlroduits, plus simples et 
plus satisfaisantes pour Fesprit que celles de M. Gylden. 

Cependant I’^tude de ces dernieres n’en conserve pas moins 
toute son utility. En effet, il y a bien des cas oii le rapport des 
moyens mouvements est trop pr^s d’etre commensurable pour que 
les methodes des Chapitres IX ^ XV soient encore applicables; 
M. Gylden a employ^ pour les trailer des precedes analogues a 
ceux qui lui avaient rdussi dans des cas plus simples el il a obtenu 
le m^me succ^s. 

Il importe done de se p^n^trer de Fesprit de ces methodes, 
soil qu’on veuille les employer directement, soil qu’on veuille 
seulement s’en servir comme de moyens de decouverte suscep- 
tibles de nous conduire a Finvention de theories nouvelles, qui 
pourront ^tre plus satisfaisantes pour une raison ou pour une 
autre. 
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Get esprit, cl’ailleurs, peut se resumer d’un mot. Si un terme 
quelconque devient tr^s grand et rend la convergence lente, on 
en ticnt compte des la premiere approximation. 


(x6n6ralisation des solutions p^riodiques. 

198. A la th^orie des Equations que nous avons ^tudiees dans 
ce Chapitre se rattache une proposition dont M. Gjld^n, sans 
I’enoncer express^ment, a fait quelquefois usage. Je ne puis la 
passer sous silence. 

Consid6rons I’equation suivanle 

(I) 17^7 

a est une constante quelconque; p est un parametre tres petit ^ 
/ est une fonction de x, t \k developpable suivant les puis- 
sances de ^ et de [Ji et suivant les sinus et les cosinus des mul- 
tiples de n arguments 

Xt ^2 • * • » 

S’il n’y avait qu’un seal argument la fonction ^ serai t une 
fonction p^riodique de t de p^riode L’ equation (i) admettrait 

alors une solution p^riodique de m^me p^riode. Et en efFet, 
pour p. = o, cette (Equation, quelle que soil la constante a, 
admettra ^videmment une solution p^riodique qui sera 

a? “ 0. 

Done, en vertu des principes du Chapitre 111, elle en admettra 
encore une pour les petites valeurs de [a. 

Ce r^sultat peut-il se g(5neraliser pour le cas on / conlient n 
arguments difF^rents 

i;^quation (i) admet-elle alors une solution de la forme sm- 
vante 

(^) 


a? = a?! fx 4- -4- • ‘j 
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cosinus des multiples des 

Pour nous en rendre compte, nous aliens employer une m^thode 
qui rappellera celle du n® 4S et qiii, quoique plus gen^rale, sera 
plus simplej parce que, dans ce n® 43, j’avais introduit a dessein, en 
snpposant a=:o, une difficult^ qui ne se pr^sente pas dans le cas 
general . 

Supposons le probleme resolu ct substituons, a la place de ^ 
dans /, le d^veloppemenl ( 2 ) ; apres cette substitution,/ sera deve- 
loppable suivantles puissances de p., d’abord parce que celte fonc- 
tion ^tait d^j^ d^veloppable suivantles puissances de cette variable 
uvant la substitution et, ensuite, parce que la valeur de ^ donn^e 
parT^quation ( 2 ) est elle-m^me d6velopp^e suivant les puissances 
de p. Nous aurons done 

jT = (po - 1 - p.(pi -4- cpj «j_ ^ . 

fo ne dependra que de de ^ et de fs de ij de cTi el de ^ 2 ; 
et ainsi de suite. 

L’^quation (i) nous donnera alors, en ^galant les coefficients des 
diverses puissances de p, 




ce qui nous permetira de determiner par recurrence les diverses 
fonctions^^, ^ 2 ? • • •• 

Les equations (3) sont de la forme 

d^Xi 

Si<p/«i estd^veloppable suivantles sinus et cosinus des multiples 
des "kt s’^crit 



= S A COS[(7?2iXi4- 7?^2X2^-. . .H- rrin'kn) ^ J, 
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les nil etant des entiers eL k et A des constantes quelconques, nous 
poiirrons prendre 


('0 


= 



A cos 7)t\ Xj -+- nX'i')\,2 n X/j) ? “f“ 

fit -h (^^1 Xj -h ni^, X2 H“ • • • “t” 


et Xf, sera de la forme voulue. 

11 rcste a reconnaitre si le developpement ( 2 ) est convergent. 
C’est ce qui arrive touLes lesfois qiie a est positif. 

Snpposons, en effet, a positif; nous aurons alors 


sc ^ a •4-(/?2 iXi -1- /?22^2 

Reprenons la notation du Chapitre II et introduisons Line nou- 
vclle fonclion de t de m^me forme que cpj-_^ et que nous appelle- 
rons cp'_j; supposons qu’elle soit telle que 

Dcfinissons ensnite x\ par I’equation 
et Xi par Tequatlon (4), nous aurons ^videmment 

Xi < a/i, 

Soit alors une fonction a) de inline forme que/(5;, [Aj 
et telle que 

f ^/'(SiVgXf jji, e±^Xft^), 

Envisageons Pequation (5) qui d^finira une nouvelle fonction x' 
(5) (xx’=\if{x\ t, [a). 

On pent tirer de cette equation x\ en une s^rie convergenle 
ordonn^e suivant les puissances de u, 

ar'= x\ [JL -h ^ ar '3 [^3 + . . 

les coefficients en sont ordonnes suivant les sinus et cosinus des 
multiples des \it. 

Si nous substituons ce developpement a la place de x^ dans/', 
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il vient 

/' = cp'o H- {icp'i -h [1.2 o'g -h . . . , 

cpjj dependant seulement de o' de t et de x\^ cp' de de x\ et 

de 

Nous aurons d’ailleurs 

•*., 5?4, ars, . i), 

arg(a7i, ^ 2 , ‘ 

J’4cris, pour abr^ger, pour les n arguments ^ 

L’equation (5) nous donnera 

aa?; = cp', aar‘'=cp;, 

et I’on trouvera successivement 

cpo<o'o (arge=^^^^), 
xx<,x\ (arge=t*^^), 

0 (argali, 

© 2 ( 371 , 372, 372, t) (arga?j, 3 ’ 2 , 

©2(i?7i, 372, (argg^^^X^), 

Xz<x\ (arge=t^Xf), 

et enfin 

3" <3"' (argfjt, 

ce qui montre que le ddveloppement ( 2 ) est bien convergent. 

Ainsi ce developpement converge dans deux cas : 

I® Quel que soit a, quand 11 n’j a qu’un seul argument X, ^ ; 
a® Quel que soit le nombre des arguments, quand a est posilif. 
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M^thode de Delaunay. 

199. Reprenons les hypotheses et les notations du n° 12S. 
Nous avons vu que dans Tapplication de la methode du n° 125 il 
s’introduisait des diviseurs de la forme 

les nii etant des entiers. 

II en r^sulte que cette methode devient illusoire quand Pun de 
ces diviseurs devient'J'tres petit. 

Parmi les methodes qui out ete imagindes pour triompher de 
cette difficulte, celle de Delaunay est la premiere en date et son 
exposition facilitera Fintelligence de toutes les an Ires. 
Consid^rons d’abord un syst^me d’equations canoniques 

dxi __ d¥ dyi __ 

' dt ~~ dyi dt ~ dxi^ 

et supposons que F soit seulement fonclion de Xn 

et de 

mi/i + m^y^ -h . . . -H rrinyn, 

periodique de p^riode 27 : par rapport^ cette derni^re quantite. 
Je suppose que les rm sont des entiers. 

L^int^gration du syst^me (i) se ram^ne alors a celle de Fdqua- 
lion aux d^riv^es paxtielles 

^(dS dS dS , \ ^ 


C etant une constante arbitraire. Or cette integration est ais^e. 
H. P. - II. 21 
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Posons, en effet, 

S = 075/1 -h a ?§/2 4 - . . * -h 4- cp ( mi/i 4- /n 2/-2 4 - ... -4 m;,/,j ), 

liquation deviendra 

F(07j4- 0?|4-^2«P', . •.} ^nyti) = G. 

R^solvons cette equation par rapport a (p', il viendra 
9'=: fonction de '^rntyu de o?5, et de C. 

On int^grera cette expression par rapport a S/n/y/ en regar- 
dant C et les x\ comme des constantes, et I’on aura (f et par conse- 
quent S en fonction de '^rntyi^ des et de C. 

II est ndcessaire d’entrer dans plus de details et pour cela je 
vais considdrer un cas particulier simple en faisant 


^1 = 1, ma == /wj =. . .= = 0 , 


F =:0?f4-tJLCOS/i, 


fji etant tres petit. 

Notre Equation devienl 


d’oii 




dyi 


=; v/G— ficos/i. 


Plusieurs cas sont a considdrer : 

1*^ On a 

G>Ipt|. 


Dans ce cas le radical y/C — [x cos/*! esL toujours rdel et ne 
«’annule jamais. II est susceptible de deux determinations I’unc 
positive pqur toutes les valeurs de^i^Pautre ndgative poiirtoutes 
les valeurs de /i. Prenons par exemple la premidre, elle sera 
ddveloppable suivant les cosinus des multiples de jko de sorte 
qu’on aura 

^ = a?j4-2B„cosnyi. 

Je Diets ea evidence le terme tout connu que j’appeUe ; il est 
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clair que est fonclion de C et par consequent C de ; d’aiUre 
part, les seront fonctions de C et par consequent de 
II vient alors 

■g 

S = —sin/z/i, 

ce qui nous donne S en fonction de el de la constante arbi- 
traire 

Dans ce cas la quantite sous le radical 
G — cos/t 

n’est pas toiijours positive, et, par consequent, on ne peut pas 
donner a toutes les valeurs possibles, mais seulement celles pour 
lesquelles le radical est reel. 

On pent inlroduire une variable auxiliaire s en posant, par 
exemple, 

{jtcos^i = Gcoss, 

d’OLl 

= v/G sins, 
oil 

/[x2 — G^cos^e 
'^’^y G 

Comme est plus petit que le radical du second membre 
est toujours reel et pourra etre developpe en serie trigonome- 
Lrique sous la forme 

dS 

— = BoH-SB/^cos/te, 
as 

d’ou 

B 

S = Bo e + ^ sin n s, 

ce qui nous donne S en fonclion de la variable auxiliaire e et de 
la conslante C. 

3° 

G-h^l. 

Soil, par exemple, 

|x>o, G = fA, 
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11 vient alors 

oil 

S = — 

S est exprim^e en fonction de et c’est encore une fonction 
periodique de/,, mais la p6riode n’est plus aw, mais 4’'- 
J’ajoiite que si C <|— p| le radical est toujours imaginairc el 
que, si C = I — [a|, il ne cesse de I’elre que pour j, = o. On peul 
eclaircir ce qui precede de deux mani^res : 

1 ° D’abord par la consideration des fonctions ellipliques. 

Nous voyons en effet que 

S = f s/G — n cosji dyi 


est une integrale eliiptique et que si nous posons 


u=f--^ 

J /G-p. 


les expressions 


cosj^i 


sin/i, cos/i, /C — {X cos/i 


seront des fonctions doublement periodiques de u. 

Les divers cas que nous avons examines plus haut correspon- 
dent alors aux diverses hypotheses que Ton peut faire au sujel du 
discriminant des fonctions ellipliques. 

2 ° Par la Geometrie. 

Nous pouvons construire en elFet des courbes en adoptant les 

, . A 

coordonn^es polaires et en prenant pour rayon vecteur A+ 

A etant une constante quelconque et pour angle polaire j i. Nous 
obtenons ainsiune figure telle que celle-ci. 

Les courbes en trait plein correspondent k Thypo these C > | pj, 
la courbe en trait poinlille k I’hypothese 


~|fi|<G<|(x|, 

la courbe en trait mixle — .. — qui a un point double en B au 
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cas de C = | | ; enfin la courbe correspondaat a C = — | [a|, cor- 
respond ii un seal point A. 

Si I’on avail voulu appliqner an problSme que nous venons de 


Fig. a. 



trailer les mdthodes du n® 12S, on aurait did conduit a ddve- 
lopper S suivanl les puissances de p.. El, en effet, le radical 

\/C — [Jicosji 

est eEFectivement ddveloppable suivanl les puissances de u. el, par 
consdquent, il en est de mdme de S. Seulement le developpemenl 
n’est convergent que si 

c<M- 

Si cette condition n’est pas remplie, les procddds du n° 12S 
devienneni illusoires et il faut avoir recours la mdtbode de 
Delaunay, c’estA-dire k celle que nous venons d’exposer. On pent 
mdme y avoir recours avec avantage dds que C est du mdme ordre 
de grandeur que p, parce que la convergence du ddveloppemenl 
du n® 125 est alors trds lente. 

Observons que le ddveloppemenl du radical est de la forme 

s/G(g)V(/0 

et Ton voit que, si G est petit, la convergence devient trds lente et 
peut mdme cesser tout it fait. 
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Si Ton fait C = C^ [ji, le d^veloppemeni devient 

et tous ses termes sent de m^me degre en [jl; on voit d’ailleurs 
que 

\/G ■ — [JL cos/i = /{I v^Gi — cos/i. 


200. Passons maintenant a un cas un pen plus general et sup- 
posons que F soit fonction seulement de ic, = ^ et dey ^5 perio- 
dique en 

L’equation aux d6riv^es partielles devient 



et elle doit ^tre d’abord r^solue par rapport a C. 

Supposons que Ton ait 

F =Fo-{-Fi(JL-HF2 

d!S 

ct que Fo ne depende que de — . 

Alors plusieurs cas peuvent se presenter. 

Supposons que F, qui est d^veloppable suivant les puis- 
sances de p, soit aussi holomorphe en ce qui d’ailleurs arrivera 
dans toutes les applications. 

Alors par les precedes des n°® 30 et suivants, Pequation 

(^) F(i*^i5 7i)=G 

pourra 4tre r^solue par rapport a 
Pour p = o, [’equation s’^crira 

(3) Fo(a7i) = C, 

soitorj une valeur satisfaisant k cette ^nation (3). Alors, si Ton 
designe par la d^riv^e de Fo et si 


on tirera de F^quation ( 2 ) sous la forme d’une serie ordonn^e 
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suivant les puissances de |jl, les coefficients ^tanl des fonctions 
de 7^. 

Si, an contraire, 


on aura encore sous la forme d’une s^rie, mais celte s6rie sera 
developpee non pas suivant les puissances de p., mais suivant celles 
de y/p.. 

Examinons successivement ces deux cas. 

Soil d’abord F'^ ^ o. 

Nous poserons alors, puisque et par consequent S sont d^ve- 
loppables suivant les puissances de p. 


S = So “H {xSj -i- jJL® Sg , 
dS 

ct nous supposerons d’ailleurs que ^ se rdduit a la con- 

stanle on calculera ensuite, par recurrence, les autres fonc- 
lions 81,82, • • • et le calcul sera de tout point pareil k celui dn 
n^ 125. 

Passons k la seconde hypoth^se ob. Fq(^J) = 0. 

A.lors 8 esL d^veloppable suivant les puissances de \/[ji et je puis 
^crire 

S = So -4- y/jlS^ H- jxSg -H. . • • 


Je suppose toujoiirs 


J’ai alors 


0 /I c* 

— =a??, S(,= a;?7,. 


/dS \ 

FX 

f /- dSi 

dS. 

\dyi) 

| = Fo-l--^| 




Fo , 

f /-dSi 

y 






-.y 




Dans le second membre je suppose que dans Fq, FJ, F'", ... on 
a remplac^ Xi par ^J. 

Posons de m^me 

C = Go H- Gj y/[Jt -H Cg p- + • • • , 



322 


CHA.PITRE XIX. 

en mettant ainsi en Evidence que la constante du second membre 
pent dependre de [a. 

Alors, en dgalanl dans les deux membres de 

F= C 


les coefficients des puissances semblables de jx, il viendra 


(4> 


/ 






1 

“ dyi dyi 
*> dyt dyi 


= 4> + Cj, 

= -i- C^J 


\ 


Dans la troisieme Equation ( 4)7 je suppose So connu; dans la 
quatri^me, je suppose S| connu; dans la cinqui^me, je suppose 
connus So, S^, Sa et ainsi de suite. 

Je d^signe toiijours par ^ toute fonction connue. 

La troisieme Equation (4) ^'a nous permettre de calculer 
car F" etant une constante, il yient 


Plusieurs circonstances peuvent se presenter correspondant 
aiix divers cas trait^s dans I’exemple plus simple dont nous nous 
sommes occup^s plus haut, 

11 peut arriver que Co reste plus grand que Fi quelle que soil 

dS 

la valeur attribute a alors ^ est une fonction p^riodique 
de yi dont la p^riode est 

Ou bien il peut arriver que la condition 


G2>Fi 


ne soil remplie que pour certaines valeurs de/i . Alors la fonction 
Si n’est non plus r^elle que pour certaines valeurs de . 
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Une fois Si determine la quatri^me Equation ( 4 ) nons fera 
connaitre S2, la cinqui^me S3 et ainsi de suite. 

La solution est enli^rement salisfaisante dans le premier cas, 
celui ou S^ est toujours rdel. Mais, dans le cas contraire, il importe 
de faire attention a une chose, 

Les valeurs de ju pour lesquelles les diverses fonctions Si, 
So? S3, . , , passent du rdel a I’imaginaire sont donnees par Tequa- 
tion 

€2= Fi(^ 5 , JKi). 


On pourrait croire alors que c’est pour ces m^mes valeurs que 
S passe du reel a Timaginaire. Cela n’esL pas exact; les valeurs 
pour lesquelles S passe du r^el a Timaginaire sont donates par les 
equations 

F = Co + C2tx+C3(*v/iI+..- 

Elies sont a la virile fort voisines des premieres si p est tres petit, 
mais elles ne leur sont pas identiques. 

Pour tourner cette difficulte, il y a plusienrs moyens. On pent, 
par exemple, puisque C2, C3, ... sont arbitraires, faire 63 = 0 
ainsi que tous les autres C d’indice impair. 

Nous calcnlerons ensuite successivement 


Si, S2, S3, 


ot nous aurons 


dy^ dyi dy^^ dyi ^ 

Comme rien ne distingue de — \/ p., nous aurons encore une 

solution en faisant 


dSo dSi r- ^^2 

dyx dy^ dyi dyi^ dy^ ^ 

ces deux solutions sont ou toutes deux r^elles ou imaginaires con- 
jugu^es. Il en r^sulte que 


sont tonjours rdels. 


So, Sa, S4, 
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De plus, I’expression 


('>) 


dSz 

dy\ 


( 4 = 



est toujours r^elle ou piirement imaglnaire et il en resulte que, 
pour obteair liquation qiii donne les valeiirs de pour les- 
qiielles S passe du r^el k I’imaginaire, il suffil d’ 6 galer k zero 
{’expression ( 5 ). 

Comment maintenant se fait le passage du cas ou S esl toujours 
reel au cas ou S est tant 6 t reel et tant 6 t imaginaire? 

On s’en rendra mieux compte enconstruisant la figure suivantc 
analogue a la Jig, 2. 

Nous prenons pour rayon vecleur et pour angle polaire jkj 
et nous construisons les courbes 



dS 

ou du moins celles d’entre elles pour lesquelles ^ dilT^re pen 
de 

Ces courbes differeront tres peu de celles oi\ le rayon vectenr 
est ^gal k 

^S, 


•V^ 


dyi 


dS 


ol ou est donn^ par la formule 



(Q-Fi). 


Pour construire ces courbes, il faut faire nne hypolhfese sur la 
fagon dont varie la fonclion F| quand varie de 0 a 2 tc. Suppo- 
sons par exemple que passe par un maximum, puis par un 
minimum, puis par un maximum plus grand que le pi'emier, puis 
par un minimum plus petit que le premier; nous obtiendrons une 
figure telle que celle-ci : 

On voit que, quand C2 dimimie, on obtient successivement : 

Si C2 est plus grand que le plus grand maximum, deux courbes 
concentriques repr^sent^es sur la figure en trait poinlill^ 
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Si C2 ^gale le grand maxiinum, une courbe h point double 
repr^sentde en trait plein. 


Fig. 3. 



Si C2 est compris entre les deux maxima, une courbe analogue 
k celle qui est repr^sent^e en trait mixte — . . 

Si C2 ^gale le petit maximum, une courbe a point double repre- 
sen t^e en trait ponctu 6 

Quand C2 devient plus petit que le plus petit maximum, cette 
courbe se decompose en deux autres qui sont repr^sent^es par le 
trait + + + + ; Tune de ces courbes se r^duit k un point, puis disparait 
quand C2 devient ^gal au plus grand minimum ; Tautre se r^duit 
k un point et disparait k son tour quand C2 devient ^gal au plus 
petit minimum. 

On voit que le passage d’un cas k I’autre se fait par une courbe 
k point double, ce qui conduit k ^tudier ces courbes et plus parti- 
culi^rement la premiere, celle qui est repr^sent^e en trait plein. 

Si nous supposons un mobile parcourant cette courbe d’un 
mouvement continu, il partira par exemple dii point double, fera 
le tour d^une des boucles de la courbe, reviendra au point double, 
parcourra la seconde boucle et reviendra enfin a son point de 
depart; on voit que son mouvement est encore piriodique, mais 

que la pdriode est doubl^e; de sorte que est une fonction 
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periodique de mais (jue la periode est d6veiiue 4'^ n est 
plus 2TU. 

Revenons alors aux equations (4)* 

Nous troQVons alors que si Ton donne a C2 la valeur qiii cor- 
respond au maximum de F^, le radical 

qui est^gal a 01? est ime fonction p^riodique dey^ de pdriode 4^^ 
et est par consequent developpable suivant les sinus et les cosinus 
des multiples de 

Quand jki augmente de 27 ^, le radical change de signe, de sorle 
que le d^veloppement ne doit conlenir que des multiples impairs 

de — • La fonction s’annule deux fois. 

2 

Si en effet 7J est la valeur de 7^ qui correspond au maximum 
deF^ , la fonction 01 s’annulera pour7^ =7? etpour7^ 2 ti. 

Alors, quelles que soient les constantes C3, Cr^, les Equa- 
tions (4) nous montrenl que 

dyi " dyx ’ 

seront des functions pEriodiques y{ de pEriode 271:; seulement 
ces fonctions pourront devenir infinies pour 

7i = 7i 7i =71 + 271. 

Nous savons toutefois que nous pouvons choisir les constantes 
C3, . . . de fa^on que cette circonstance ne se produise pas ; I’exis- 
lence de la courbe en trait plein de la Jig. 3 le prouve suffisam- 
ment; voyons main tenant comment doit se faire ce choix. 

Si nous supposons que les constantes d’indice impair 

G3, Gg, 

sont nulles, les Equations ( 4 ) ne changeront pas quand on chan- 
gera \/jji en y/— p,. 
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II ea r^sulte que si la foncLion 


g?So 

dyi 




dSi 




dy\ ^ dyi 




satisfail a notre equation, il en sera de m^me de la function 


^So / — 



Ce sont la les deux solutions des equations ( 4 ) 6t on voit que 
Ton passe de Tune a Fautre en changeant \[^ en — \/^» Mais les 
equations (4) ne changent pas non plus quand on change yi 
en y^ -{- 2 t:. Ou passera done aussi d’une solution a Fautre en 
changeant enj^^ + 2 tc. 

D’ou cette consequence : 

Quand on change fi en 4- 2 tt, les fonctions d’ indice pair 

ne changent pas et les fonctions d’indice impair changent 

de signe. 

Seulement comme s’annule pour =/? et pour 




et comme cette d^riv^e entre en facteur dans le premier membre 
des Equations (4), il pourrait se faire que 

lyC dyi 

devinssent infinis pour y^ =:jkJ ■+" et e’est ce qui arriverait 
en efFet si les constantes C4, ... n’^taient pas convenablement 
choisies. 

Mais il est possible de faire ce choix de telle fa^on que les fonc- 
Lions ^ restent toujours finies. 

Pour le ddmontrer consid6rons I’^quation 



C, 


que je puis dcrire 


F(*i,ri)=G- 
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Cette Equation, en regardant ety, comme les coordonn 6 es d’un 
point, reprdsente une courLe. ficrivons que cette courbe a un point 
double; il viendra 

dxx dyi ’ 


ce que je puis ^crire encore 


(5) 


dxx 

l dy^ 


dFi 
^ dXi 
rfFs 






^ dxi 
dyi 




— 0} 


puisque Fq ne depend pas de^ 4 . 

R^solvons ces Equations (5 ) par rapport kx^eiky^. Pour [a = o 
on trouvera 

ri=7i* 


Le determinant fonctlonnel des 6 qnations (5) 


= s’^crlt 


dx\ dy\ 


pour p. = o, 


et, en general, il n’est pas nul. On pourra done resoudre les 
Equations (5) et Ton trouvera que et sont d^veloppables 
suivant les puissances de [x. Soient alors 


= a, 7i = P, 

les d^veloppements ainsi obtenus; Texpression 

F(a, P) 

cst ^videmment d^veloppable suivant les puissances de p. Soit 
alors 

(G) ^^(^5 P ) — Go '+• G2 (x G4 fx® -f- . , . 

ce^developpement. Je dis que, si Ton donne dans les Equations (4) 
aux constantes G 2 J 5 les valeurs tiroes du d^vcloppement ( 6 ), les 

fonctions ^^resteront finies. 
dyx 
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Pour nous en rendre compte, posons 

a?i = a + a?', yi='^+y. 

F(a?i,ri) = F'(“. P) + F' 
et envisageons I’dquation 

= o; 

elle est de m 4 me forme que liquation (2); nous pouvons done la 
trailer de la m^me manifere, c’est-^i-dire poser 


x’ 




et determiner les fonctions par des equations (4 bis) analogues 

aux equations (4), et qui n’en diflf^reront que parce que les lettres 
seront accentu^es; seulemenl les consLantes seront loutes 
nulles, et pour 

a?' = y = 0 


on aura 


dx' ~~ dy 


Done, si Ton regarde F' comme d^velopp^ siiivant les puissances 
de y et y, le d^veloppement commencera par des termes du 
second degr6 en ^ ety, et cela quel que soit p. Le d^veloppe- 
ment de F', F', ... commencera done aussi par des termes 
du second degr^. II r^sulte de la que, si Ton consid^re les 
fonctions ^ qui figurent dans le second membre des Equa- 
tions (4 bis) comme dEveloppEes dans le voisinage de y = o, sui- 

vantles puissances de/' et des-^? le dEveloppement commencera 

loujours par des termes du second degrE. 
dS' 

On voit d’abord que s’annule poury=o; on pourrait done 
dS ^ 

craindre que ^ nedevienneinfini pour/' = 05 mais, loinde la,je 
dis qne, pour cette valeur de/', est nul. 
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En effet, supposons que cela soit vrai pour 


dy' dy’ dy 

je dis que cela sera vrai egalement pour 
Gonsiderons [’equation 

F" __ A 

dy dy "■ ’ 

ou Fq d(^signe la deriv^e seconde deF^. $ est developpe suivant les 
puissances de de •••? coinmejK'=o esL un zero 

simple pour ces diverses quantiles, et que le developpement de ^ 
commence par des termes du second degre, j^^—o sera iin zero 
doable pour <[>. 

Ce sera un zero simple pour 

up 

Ce sera done un zero simple pour-^^* 

Nous trouvons ainsi 

a? = ^^,5 

dy 

= SJ + H- fxS2 4-. . . , So = o. 

Nous en deduisons 


G. Q. F. 1). 


dyx 

S^(jKi — P) repr^senle la fonedon S', ou I’argument y' a el^ rem- 
placd par I’argument — p. Soient 


a = aoH- Htai4- P 2 a 2 , 

P = Po 4- pPi 4- p.2 ps -t- 


<3?So /— C?Si 

4-... 

dyi ^ dfi 
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les d^veloppements de a, il viendra en identifiant les deux 

membres de (7) 

■ g, ) ^yi *’ dyi dyi ’ dyi '^^'^dyi' 

^ _ 6?S'a „ dSi _ rfSi „ rf^S '2 

( dyi dyi dyi ’ dy‘^ -“2+ dy\’ 


Dans les d 4 riv 4 es des S^, y' doit 6tre remplac 4 par I’argu- 
mentjK) — P®- 


dS 

On voit que les restent finis. 

Une fois qu’on a demontr^ la possibilite de determiner les con- 


stantes Cjc de fagon a viler que les deviennent infinis, on 

peut faire efTectivement cetle determination sans avoir besoin de 
chercher les d^veloppements de a et de p. 

11 suffit de se servir des Equations (4). 

Consid^rons Tune de ces equations; 


dyi dyi ' 


Si p est pair, on prendra 

C;,= -*W). 

et, comme est une fonclion p^riodique de p^riode 2 7t, on aura 
6galemenl 

G^= — $(7S-l-2it), 

de sorLe que ^y~^ - deviendra infini ni pou^y^ ni pour 




2TC. 


Si p est impair, il faut faire = o, et la condition 


[qui entraine la suivanle 

2 tt:)= 0 

pulsque $ change de signe quand/i augmente de 2 7t] sera rempHe 
d’elle-m6me. 

11 . P. — II. 


22 
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do 

II en r^sultera encore que devient jamais Infini. 

II en r^sulte enfin qiie est ddveloppable siiivant les sinus et 
oosinus des multiples dey^ si p est pair et sulvant les sinus et 
cosinus des multiples impairs de si /? est impair. 


J’al beaucoiip insisle sur des choses presqiie ^videntes, parce 
qne j’aurai plus loin k trailer un probleme analagiie, mais beaii- 
coup plus difficile, et que je tenais a faire ressorlir les analogies. 


201. Voyons maintenant comment se fait le passage du pre- 
mier cas, celui ou 

et oil les procM^s du n° 12S sont applicables au second cas oii 


F'o(^5) = o 

et que nous venous d’^tudier en detail. 

Observons d’abord qne Fq(^J) est ce qne nous avons appeld — /?“ 
au n® 125 et dans d’autres parties de cet Ouvrage. Alors, en po- 
sant 

dS dSo dSi dS2 
on trouve une sdrie d’equations de la forme 


(0 




4/ 




Onpeut, comme je I’ai explique au n° 125, determiner C;,arbi- 
trairement; je supposerai qu'on le fasse de telle sorte que la valeur 
nioyenne de ^ -h soit nulJe, et par consequent que soit unc 
fonction pdriodique deyj. 

On voit que dans le ddveloppement de ^^differentes puissances 

de /il enlreront au ddnominateur, de sorte que, si est petit, 
dS 

certains termes pourrontdevenirsensibles. Ilimporte avani 
tout de se rendre coinpte de I’exposant maximum que peut avoir 
dans le denorainateur des divers termes de 
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Jc dis qiie cet exposanL maximum est ^gal k 2p — i. 

En efFet, S est line fonction de d’une part, et d’autre part du 
parametre p, et de la constante d’int^gration je ne parle pas 
des constantes C^, qui sent entierement d^terminees par les con- 
ditions 

Fo(i2?o)= Co, 

valeiir moyenne dc 

( 4 > 4 - C^) = 0 . 


Au lieu de x\ nous pouvons prendre pour constante d’integra- 
tion alors S sera fonction de de p. et de n^^; developpons-la 
suivant les puissances de p. etde /^® ; le developpement coritiendra 
des puissances negatives de 
L’^quation 

71® ^=$-|-Ci 

nous montre que le developpement de ^ suivant les puissances 
croissantes de n^ commencera par un terme en 

^1 

Passoas ^ I’^quation suivanle 


0 


= i'-hC2; 


dS 

<I> dependra de mais, comme <I> s’obtient en remplagant dans F 

la variable ^ par le developpement 

^So dSi 
dyi ^ dyi 

ct en retenant dans le developpement les termes en on voit 
dS 

que ^ ne pent contenir qu’^ la dcuxiSme puissance an plus; 
rfS ^ 

car le cube de devrait ^tre accompagn^ du facteiir [jl-"* et nc 

pourrait par consilient donner de terme en p^. 

Ainsi le developpement de <I>, et par consequent celui de Co, 
commencera par un terme en 
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et enfin celiii de ^ par un terme 


en 





La loi est manifeste; le developpeinent de commence par 


un terme en 



Et, en efiet, siipposons qu’elle soilvraie pour 


' ' dyi 


je dis qu’elle esL encore vraie pour 
Considm’ons I’eqnation 


dyi 


n 


0 

^ dyi 


= 4 - Cp. 


$ est iin polyndme entier en 


Wi' dyi^ 


dSp-i 

d/i 


Consid^rons im terme quelconque u de ce poljnome et cher- 
chons a ^valuer la somme des indices q des divers facteurs de la 
dS 

forme qiii entrent dans u. 

Ce terme u provenant d’un terme en dans le ddveloppemem 
de 


dy 




cette somme est au plus dgale k p. De plus, si cette somme est 
dgale a />, comme aucun des indices q n’est egal a />, le terme 
considdre a contiendra au moins deux facteurs. 

Le developpementde ^^suivantles puissances de n\ commenccra 
par 11 n terme en 

/ , \ 2 { 25 r-i 


Or 


'^qtp. 
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Si 


SI 

on aura encore 


— a; 

2 ( 2 ^ — i)^%p — 2 , 


parce qu’il j aura au moins deux facteurs. 

Done le developpement de <&, et par consequent celui de C^, 
commencera par un terme en 



%p-2 


el celui de 

dyi 


commencera par im terme en 



C. Q. F. D. 


Mais, n\ etant une constante arbitraire, remplagons-Ia par un 
developpement quelconque 


/i} = ao -1- iL^ocz 4-. . .. 

Alors S sera developpe suivantles puissances positives de [j., 
les puissances positives et negatives de 


ao4- (Juzi-h 4- 

Si ao n’est pas nul, ces puissances positives et negatives peuvent 
olles-m^mes se d^velopper suivant les puissances positives de p, 
de sorte que finalement S se trouvera d^velopp^ suivant les puis- 
sances positives de p. 

Ces d^veloppements sont, d’apr^s ce que nous avons vu au 
n‘' 125 , les m^mes que ceux qu’on obtiendrait en partant des 
equations (i), mais en attribuant aux constantes Cp d’autres 
valeurs que celles que nous leur avons donn^es plus haul. 

Maintenant, au lieu de cela, supposons /ij trfes petit et rem- 
])la9ons n\ par un developpement de la forme 

(2) /ij = ai /fl 4- ag [JL 4- as 
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Celle fois les puissances n^^atives de 

(Zi \/|JL ~h ^2 [A -h . . . 

ne soul plus developpables suivant les puissances positives de 
mais 

sera developpable suivant les puissances positives de \/p et le 
ddveloppement commencera par un terme en y/jl. ' 

Si nous observons mainienant que, d’apr^s ce que nous venous 
de voir, S esL ddveloppable suivant les puissances de 

{JL jJlP 

nous conclurons que S esl developpable suivant les puissances 
positives de y/p,. 

Les d^veloppexnents ainsi obleausne diJKrent pas de ceuxaux- 
qiiels nous sommes arrives dans le numero pr^cddent a I’aide des 
equations (4) et en atlribuanl diverses valeurs aux conslantes C;>. 
Pour dviter touLe confusion je representerai par 

(3) S = So H- {7.2 Sj + . . , 

le' ddveloppement obtenu en partant des equations (i) ou Ton a 
determine les conime je Fai dit plus haul, de telle fagon que la 
valeur moyenne de $ G;, soil niille. 

Je representerai pour un instant par 

(4) S = To •+■ /pTi-h {aT 2 -h fX ^/[xTs H- . . . 

celui que Ton obticnt en remplaganl dans (3) par son d^velop- 
pement ( 2 ) et en ordonnant suivant les puissances de \/jI. 

Que representenl alors To, etc.? 

On obtiendra To en remplagant dans So la constante nj par o. 
On obtiendra T^ de la fagon suivante. Mettons en Evidence ce 
fait que So depend de nj en ecrivant So(nJ); nous avons trouv^ 


So(/ii) = ^;7i, 

So(o) = To. 



11 vient 
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Sy(7i5) — So(ai/|i.*4-a2fxH-...)=: To-+ ~ t \ • 


dn\ 


ou 




FJJ ajant la m^me signification que dans les equations (4) du 
num^ro precedent. 

D’autre part, nous aurons dans des termes provenant de 
Sj, . . . ; on les obtiendra comme il suit. 

Dans le developpement (3) nous prendrons Lous les termes en 


Soit 


(n5)2r-i* 


(D 


or I 0/ 


c; H." 


rensemble de ces termes. 
On aura alors 



II en resulte que, si Ton groupe dans le developpement (3) tons 
les termes en y ^ -- > c’esL*a-dire tous ceux qui apparllennent an 
developpement (5) ct qu’on forme le carr6 de’ 

_ gi I dS[ I ^8;^ 

FJ cci dfi af 3/i '**’ 

ee carre se reduira k deux termes 

gf 2 dS[ 

\WJ “ n dy,' 

C’est 1^1 un fait d’autant plus remarqnable qu’il pent s’etendre, 
comme nous leverrons bientdt, a toutes les equations de laDyna- 
mique. 

Pour oblenir To il faudra tenir comple non seulement de So et 
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mais des termes en 

.... 

(7l})2P-2 

En r^sum^, le passage du cas ou les m^thodes du 12S sent 
applicables a celai oii elles cessent de I’^tre se fait de la facon 
suivante : quand n\ est tr^s petit, I’ordre de grandeur d’un terme 
ne depend plus seulement de Texposant de a, mais de celui de n \ ; 
si Ton suppose que n\ est du m^me ordre que on r^unira 
ensemble les termes qui deviennent ainsi du mime ordre et on 
les sommera. 


202. Tous ces resultats s’etendent immidiatement au cas plus 
general que nous avons consider! au dibut du n° 199. 

Supposons d’abord que F depende de . . . , et dejK<; 

nous aurons alors a envisager F^quation 


0 ) 


dS 


JdS dS 

<^72 


, = const 


Pour Fintlgrer nous donnerons a 


^72 ’ * ’ ’ dyn 


des valeurs constantes quelconques, 


07® 07® 

el nous aurons ainsi une Equation 

7i^ = 

de mime forme que celle dont nous nous sommes occup! dans 
les deux numeros pricldents. 

Seulement la solution S, au lieu de contenir seulement une 
constante arbitraire en contiendra n qui seront x% a?®, • . . , 
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F 




dyn 


, 772272 ■ 


~ G, 


il est facile de la ramener a la forme (i). Posons en effet 


772l7lH- 772272 + .- ‘-4- 7n„7;i = y\, 

^\yi + ^l72 +• • • + =72, 


I Wii7i + + . . . + m%yJ^ = y\,. 


les m] ^tant des entiers choisis de telle sorLe que le determinant 
des coefficients des equations (3) soil egal a i. Cela est toujours 
possible, pourvu que mo, . . m,i soient premiers entre eiix, 
ce qu’il est toujours permis de supposer. 

L’eqnation aux d^rivees partielles (2) devient alors 


T7 ( 

d/t' 




et elle est ainsl ramen^e a la forme (i). 

Tout ce que nous avons dit des Equations de la forme (i) s’etend 
(lone aux equations de la forme (2). 

Nous pouvons trouver des solutions de P^quation (2) qui seront 
d(3veloppables comme cedes de (1), tantdt siiivant les puissances 
de [JL, tantdt siiivant celles de \/a. 

Pour [A = o, S se reduii'a k 

So = a7}7i + a ?§72 + .. . + a70 7«. 


La solution complete de P^quation aux d^rivees partielles (2) 
doit contenir n constantes arbitraires. Nous pourrions prendre 
comme constantes arbitraires encore 

/?p 72°, . . en posant 


Mais il est plus commode d’introduire un nombre infini de con- 
stantes arbitraires, parmi lesquelles il n’y en aura d’ailleurs que n 
qui soient distinctes. Ces constantes seront 

725, TiJ, n%, Go, Cl, C2, ...j Cj3, . 


* • » 
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cn egalanl le second membre de (2) k 


G = Go “f- Cl p. G2 [J. h . . • • 

Si 

J7l[ 72. J ■+• 7722 7l| “!"•.•+ ^ Oj 

S est developpable suivanl les puissances de et si, an conlraire, 

7?2i n\ -H 7712 7l§ •+•* * *■+• 

S esL ddveloppable suivant les puissances de ^/jx, 

SupposoES en particulier que, donnant k /i% /z®, •••? des 
valeurs quelconques, on choisisse les cousLantes de telle facon 
que 

S — /2?i7,i 

soil line fonction p^riodique des on retombera sur un d^ve- 
loppement qui correspondra a celui que nous avons an debut du 
niun^ro precedent d^duit des Equations (1) de ce num^ro. 

Dans ce ddveloppement, diverses puissances de 

772 j 72} -H 7722 71 § *4- ... -h 


entreront au denoininaleur. 

Remplagons ensuite les constantes d’inl^gration 72® par divers 
d^veloppements proc^dant suivant les puissances de y/[ji. 

Soit, par exemple, 

72 ? = a? H- /jlaj -h {xaf + 

Je suppose que 


772iajH- 7722a§H-.. 7?2«a^= 0 


11 en r^sultera que le ddveloppenaent de 

7?2i 72® -t- 7722 72§ 4- . . . -h 

commencera par un terme en 

Si nous ordonnons ensuite les termes de S suivant les puissances 
positives et croissanles dey/jT, on obtiendra divers d^veloppements 
analogues a ceux que nous avons dtudi^s en ddtail dans le n"* 201 . 
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203* II est ais 6 maintenant de comprendre I’esprlt de la methode 
de Delaunay. 

Reprenons le cas g^ndral des equations de la Djnamique; er 
SLipposons par consequent que noire fonction 




depend nonplus seulement de + ^^ 2^2 4- • . • -I- ^nYn^ 
des n arguments , 72 ? • • • j et qu'elle est d’ailleurs periodique 
par rapport a ces arguments. 

SI aucune des combinaisons llneaires a coefficients entiers 

mi 71? H- m 2 nj . H- m n 

n’est tr^s petite, les methodes dn n" 125 pourront s’appliquer sans 
difficulte; mais, si I’une de ces combinaisons est tr^s petite, on 
distinguera dans F les termes qui dependent de Pargument 


rUifi -H 77^2J^2 4 -. . . -4- Mnyn- 


F est suppose ddveloppe en serie trigonometrique, c’est-^-dire en 
une suite de termes dont chacun est le produit de 


ou de 




sin -1-772^^2 "-^PtiYn) 


(les p etant des entiers), par un coefficient qui est une fonction 
de •••? ^n* 

Considerons I’ensemble de ces termes qui son! tels que 


el soil 


£1 = 

7?ii mi *** m,t 

F'=F;+txF;-f-... 


I’ensemble de ces termes. 

Ils comprendront en particulier tous les termes de F qui sont 
inddpendants de y^^ • • *9 yn exemple tous ceux de Fo? 

de sorte qu’on aura 

Fi = Fo. 
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Gonsid^rons main ten ant I’equation 

f dS dS dS \ r 

Nous pourrons I’int^grer facilement par les proc^d^s exposes 
dans les premiers numdros de ce Ghapitre. 

Soil 

S = x\yi + • •+ ^n7n -+- S' 

line des solutions de celte Equation. Les coefficients . . . , 

sont les constantes d’int^gration que j’appelais jusqu’ici mais 
que j’appelle maintenant x\ parce que je vais bientot les prendre 
pour variables ind^pendantes nouvelles. 

Quant a S', c’est une fonction p^riodique de 


mi + 7722/2 H- ..• + r)ln /« 


dependant en outre de x\, x\y de sorte que la valeur 

moyenne de ^ n’est autre chose que et que [’expression con- 

sid^r^e de S ne diflf'^re pas de celle alaquelle conduisent les Equa- 
tions ( 1 ) du n® 202. 

Posons main tenant 


d^ 

Xi — -y — 7 

dyi 


dai'‘ 


Prenons pour variables nouvelles les cd^ et les /' ; la forme cano- 
nique des Equations ne sera pas altErEe; la fonction F exprimee en 
fonctions des x\ et des /'• conservera la mEme forme; seulemenl 
les coefficients des termes en 


mi/i H- ms/'a + m^/J, 

seront beaucoup plus petits que ceux des termes correspondants 
en 

^^ 1/1 H- ^2-2/2 +• • •-!- ^nyn- 


Les inEgalitEs a longue pEriode auront disparu parce qu’en 
somme on en aura tenu compte dEs la premiEre approximation. 
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M^thode de M. BoMin. 

204. L’inconvenient de la m^thode de Delaunay, c’esl d’exiger 
de nombreux changements de variables. Get inconvenient pent 
etre ^vit^ grdce a un proced^ dteouvert par M. Boblin et que j’ai 
propos6 de xnon c6Le, mais quelques jours apres lui. 

Reprenons nos Equations g^nerales 

( 

' dt dyi dt ~~ dxi 

etsupposons que I’expression 


min\- 


•7722/^2“ 


• m,inl 


soil tr^s petite. 

II s’agit d’integrer I’^quation 


(^) 

Posons 


^ d^ \ ^ 


S = So + Sj -f- S2 [X - 4 - Sj (X h- . , . , 

C = Gq H“ G2 (X -h C4 p.® 


Substiuions ces valeurs dans P^qualion ( 2 ), ordonnons suivant 
les puissances de y/jl, et egalons les coefficients des puissances 
semblables de y/jl; il viendra 


MS 


c)?So 

, -j — 9 . . V 

dy-L 


d^£\_c 

dynj^ 

2 dFo 

dxi dvi 


( 3 ) 


2 c?Fo 

dxi dyi 

E d?Q <^83 
dxt dyi 

V 

Zd dxi dyi 


dxi dyi 

1 ^ d'^Fp dSj dSi __ ^ 

2 Zddxidxk dyi dyk “ 

d^^Fo cj?Sj ^82 ^ 

2Ji^dxidxk dyi dyi, 
d^Fo c?Si dSs 


•G 2 , 


;2 

'i^idxidxk dyi dyk 


= <& + Ct, 
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Voici la sigDification de ces Equations : 

Je designe encore par <1> toute fonction conmie, eL je suppose 

Dans la troisieme equation (3) que So est connu, 

Dans la quatridme Equation (3) que So ot Si sont connus, 

Dans la cinqnitoe equation (3) que So, Sj et Sg sont connus. 

Le second membre contient tant6t tant6t parcc 

que j’ai suppose que les constantes C d’indice impair, c’est-^-dirc 

les coefficients des puissances impaires de y/jl dans le d^veloppe- 
menl de C sont niilles. 

n faut encore pr^ciser le sens du signe S dans le second ternic 
du premier membre des diverses equations (3). Ce signe porle 
sur les deux indices i et k\ il faut convenir que dans la troisieme 
equation (3), la combinaison (f, k) apparait deux fois si i\k et 
une fois si i^k^ et que dans les autres equations (3) cette com- 
binaison apparait deux fois dans tous les cas. 

Je suppose comme plus haut 

0 

^dyr 

les x\ etant des constantes. Dans les dei'iv^es de Fo qui figurenl 
dans les equations (3), je suppose que les xt ont ^le remplac^s 
par les x] de telle sorte que 

dxi ^ ' 

Je suppose de plus que les xl alent ^te choisis de telle sorle quo 

(4) SWi7l?=0. 

et qii’il n’y ait entre les n] auciine autre combinaison lin^aire a 
coefficients entiers. 

Proposons-nous de determiner S de telle fagon que les 


soient des fonctions periodiques des^/. 

La premiere equation (3) determine tout simplemenl Co,' lo 



seconde s’dcrit 

(b) 
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0 ^Si 


3|5 


dy, 


ct elle ne pent etre satisfaile qiie si les ^ sont fonctions seule- 

ment de Car si S| conteaait, par 

exemple, nn terme 

le premier membre de (5) contiendrait aa terme 

— A( /?i 71 J -h 74 ) sin {piyi n- . . . -i- } 
qui ne pourrait disparaiLre que si Ton avait 


£l = £l 

nil 

On aura done 


£jl. 


Si = ai/i-i- aa/a • -H- /?? a/a + •••■+• 

la d^rivee de J etant periodique. 

Passons a la troisi^me Equation (3), et ^galons dans les deux 
membres de cctLe Equation les termes qui dependent des sinus et 
des cosinus des multiples de 


^1/1 H- ^^2/2 H- . . . H“ mnfn^ 

Le premier terme du premier membre, qui pent s’^crire 

_Sn» 

dyt’ 

ne conliendra pas de pareils termes; car si So contenait un terme 


on 


A cos(^i7i + . . 


El — £1 ■=: r= Ejl, 

77? 1 7712 “* 771 /i 


le lerme correspond ant de I’expression 
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S A (;?1 n J H- . . . ^Pn n%) sin {p^y^ + Pnj'n ) 

et s’annulerait en verUi de la relation (5). 

Le second terme du premier membre ne depend, an contraire, 
que deS< et est fonction seulement de ninyn- Tons 

ces termes ne contiennent done que des sinus ou des cosinus des 
multiples de 

mi/i >1- wzaja -h • . . + m^yn^^ 

Introduisons une notation nouvelle : 

Soil U une fonction quelconque dont les deriv^es ^ soient (l(s 

functions p^riodiques de U ; on pourra la d^velopper en unc seric 
donl tons les termes seront d’une des formes suivantes 


a cos {pyx + • • •■^Piifn), 

a sin {piyx-^p^yt-^- • • + /?«/«)• 

Siipprimons dans cette s^rie tous les termes trigonometriqnes, 
sauf ceux pour lesquels 

^ = . = £2.. 

rrii ’ m,i 

L’ensemble des termes restant pourra ^tre designe par [U] el 
s’appeler la valeur moyenne de U. 

On aura alors 


r^l V o^[Ul 

ldyi\ dy, dyi 

et, si V est une fonction periodique quelconque, 


11 vient done 

(C) I £^1 ^ ^ rfs, 

I l<iyt dyk\ dyt dyi 
I 14>] = -[F»]. 
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Dans F4, je suppose que les xi ont et 6 remplaces par les x^; 
la fonction ^ qui entre dans la troisi^me Equation (6) est celle de 
la troisi^me equation (3). 

La constante du second membre de la premiere Equation (6) 
peut 6tre designee par C2 — Q. 

On trouvera alors, en egalant les valeurs moyennes des deux: 
membres de la troisi^me Equation ( 3 ) 


(7) 


I V dSj dSt _ rp 1 

% Zddxidxk dyi dyk ^ ^ 


Cette Equation est de m6me forme que celles que nous avons 
^tudi^es aux n°® 199 k 202 , et en particulier de mtoe forme que 
la seconde Equation (4) du n° 200. 

Nous retrouverons done, comme pour cette seconde Equa- 
tion (4), trois cas diffErents. 

Rappelons-nous que Si est de la forme 


Si = c^iyi -f- ^2^2 + • • -H- ^nyn ■+-Ji^iyi ^Hy^ H- . . .-4- Jnnyn), 


d'ou 


dyi 


aj H- mif. 


dS 

Substltuons cette valeur de ^ dans (7)5 cette Equation de- 

viendra une Equation du second degrE par rapport a/' et nous 
pourrons I’Ecrire 


(8) A/2 + 2B/HhD = C'-[Fi], 


ou A, B et D sont des constantes dEpendant des constantes a^; ces 
derniEres constantes a peuvent d’aiileurs Etre cboisies arbitraire- 
ment. 


Pour que et parconsEquent 


dyi' 


soit une fonction pEriodique 


de + 7^2/2 il faut et il suffit que I’Equa- 
tion ( 8 ) ait toujours ses racines rEelles, e’est-a-dire que I’inEgalitE 


B2_AD + AG'g — A[Fi]>o, 


soit satisfaite pour toutes les valeurs de 


H, P. - II. 


rniyi -h /W2y2-+-. . .H- mnyn‘ 


23 
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Comme les constantes a/ sont arbitraires, nous prendrons 

(9) ai = a2=... = a/i = o. 

Nous ne restreignons pas ainsi la g^n^ralite, comme nous le 
verrons bient6t. 

Gela reviendrait d’ailleurs au m^me de supposer 

puisque, si cette condition est remplie, I’expression 

ai/i H- ag -4" . . - -H a«7;^ 

devient une fonction de rn^y^ 4- • • • + seulemeul, que Ton 

peut faire rentrer dans /. 

Qaoi qu’il en soil, si I’on suppose les conditions (9) remplies, 
I’equation (8) se simplifie et s’^crit 

i^bis) A/8 = C'g-[Fi]. 

Supposons alors que Ton construise pour diverses valeurs de la 
constante Cg des courbes en prenant pour rayon vecteur /^+ une 
cons tan te quelconque et pour angle polaire 

7711/1+ mgjs + . . . + rrinyn, 

on obtiendra une figure tout a fait pareille k la fig. 3. 

Supposons pour fixer les id^es que A soit positif. Alors, pour 
que/^soit p^riodique, il faut qu’il reste toiijours r^el, c’est-a-dire 
que Cg soit plus grand que le maximum de [Fi]. 

dS 

Dans ce cas et par consequent est une fonction perio- 

dique de + • • . + qui ne s’annule jamais. 

Ajant ainsi determine S( , il s’agit maintenant de determiner S.>; 
cette fonction doit etre de la forme 


®l7l+ • •+ “i/n -H <p, 

o etant periodique, et en general doil etre de la forme 


“? 7 i+ “ 4'72 +. • 4 - ip, 
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tf etant p^riodique; je supposerai pour simplifier 


(10) 



0L» 

rrin 


ce qui n’est pas, comme nous le verrons bieutoL, restreindre la 
gen^ralite. 

Nous avons 



Equation analogue a la premiere des equations ( 6 ). Si les condi- 
tions (i 0) sont remplies, on aura = Cp et en partlculier C' = Co . 

Gela pos^, revenons a la troisi^me equation ( 3 ) qui pent s’ecrire, 
maintenant que nous nous sommes donn^ C2 et que Si est entie- 
rement d^terminee, 


(n) 


dyt 


: 


La fonction connue $ est p^riodique enyi, • • • ? yn^ 
Soit done 


$ = S A COS(/?i7i-f-/?2/2-H- . >-^Pnyn P), 

U^quation (1 1) donnera 

g ^ 2 A sin {pyi H-^272 -^Pnyn -4- P ) 

6 tant une fonction arbitraire de mi/i -f- m2j2 + • • *+ 

Cette solution deviendrait illusoire si, pour un terme quelconque 
de on avait 

Pi +Pz -i-. • = 0, 

e’est-a-dh'e 

Pi _ P^ _ _ Pn 

“ nin 

Mais cela ne pent arriver parce que 

[< 3 >] = o. 

En eflFet, nous venons prdcis^ment de determiner Si de telle 
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faQon que les valeurs moyennes des deus membres de la troi- 
sieme Equation (3) soient ^gales. II doil done en gtre de m4me 
des deux membres de I’equation (ii), qui ne differ e de la troi- 
sieme Equation (3) que parce que certains termes onl pass6 d’un 
membre dans Pautre. 

Or 



piiisque 


Gi=G2. 


Done 


[^] = o. 


C. 0 F. D. 


Pour achever de connaitre S^, il reste a ddlerminer la fonction 
arbitraire 


t^ = [S2]. 


Acet effet, ^galons les valeurs moyennes des deux membres de 
la quatrieme equation (3). II vient, en verLii des relations (io). 



ct de plus 

r d^Fo dSj ^ dSi d[S2] ^ 

\_d(Cidxk dyi dyk\ dxidxjc dyi dyk ^ 


puisque Si ne depend que de -h -h . . . -h ninYfi, JNous 
ob tenons done 

I y d^Fp ^Si ^[82] 

%jLkdxidxk dyi dyk ^ 


Si nous d^signons par [S' ] la ddriv^e de [S 2 ] par rapport a 


il viendra 





^[ 82 ] 

dyk 


^udS' 2 ], 


et nous pourrons ecrire 


1 V d^Fp 

2 JUdxidxjc 


m/mjfc[S2] 


m 

f * 


Gomme /' ne s’annule pas, [Sg] est une fonction p^riodique de 
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qui ne devient pas infinie et [S2] esl de la 

forme 


a etanl im coefficient constant et (j^ une s^rie ordonn^e suivant les 
sinus et cosinus des multiples de + ^2jK2 + • • *4- 

Sg etant ainsi entierement determine, la quatri^me equation ( 3 ) 
s’ecrit 

dyi 

elle prend une forme tout a fait analogue a celJe de I’equation (it), 
et se traite de la meme mani^re. Et ainsi de suite. 

J’ai dit plus haut que les hypotheses (9) et (10) ne restrei- 
gnaient pas la generality. 

Et en effet considerons une solution de notre equation fonda- 
mentale et conforme k ces hypotheses (9) et (10); soit S cette 
solution et soit 

S = S0-+- v/[aSi 4 - fx S2 -H 

Soitj d’autre part, 


et 


So = -h -H- • --H 


S;, = a?7i a§72 H- * • . + Q^nfri H- fonction periodique. 


Les a satisferont en vertu des hypotheses (9) et (10) e la condi- 


tion 


mi 


m2 


rrin 


et seront d’ailleurs des fonctions des constantes d’integration x\ 
et Cp. 

Comme les sont des constantes arbitraires, je puis les rem- 
placer par des developpements quelconques 

a;»= + 

les 3 ? ^tant de nouvelles constantes arbitraires. 

Si dans S nous rempla^ons les par ces d6veIoppements, puis 
que nous ordonnions de nouveau par rapport aux puissances 



352 


CnAPlTRE XIX. 


de il viendra 

S = SJ -f- -H H-Sg -h* • . } 
oil 

= a^jKi -h a //2 + . . . -4- a,f jK/j + fonction periodique, 

ct nous aurons pu choisir les Pf de telle fagon que les con- 
stantes a'/ soient quelconques. 

Nos hypotheses n’ont done apport^ a la generality aucune res- 
triction essentielle. c. q. f. d. 


Cas de la libration. 

205. Qu’arrlvera-t-il malntenant si C 2 n’est pas plus grand que 
le maximum de [F^] et si par consequent S^ n’est pas toujours red? 
Dans ces cas oii Ton dit qu’ily a libration^ certaines difficultes se 
presentent que I’on peut vaincre par un artifice analogue a I’em- 
ploi que nous avons fait des functions elliptiques dans le n° 199. 
Pour simplifier un peu I’exposition je supposerai 

m2 = 7723=. . .= = 0. 

J’en ai le droit, car, s’iJ n’en etait pas ainsi, je pourrais faire un 
changement de variables analogue au changement de variables (3) 
du n° 202. 

Nous ne pouvons plus nous arranger de maniere que les 

soient des functions periodiques de yn\ mais nous 

pouvons du moins chercher a trouver une fonction S telle que 

les soient des functions periodiques de 
JKS) •••? y n* 

Alors ce que nous avons appele [U] dans le numero precedent 
n’est autre chose que Ja valeur moyenne de U considdree comme 
fonction periodique de/ 2 j /s? • • * , 

On a done 

(12) 





et CD eJffet 
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IdyA' 

IdyA’ 

\dyA 


se r^duisent a des constantes et, d’autre part, la relation 


se rMuit ici a 


= 0 


de sorte que le premier membre de {12) ne contient pas de lerme 



Je pourrai sopposer que non seulement les ^^9 mais encore 

les (du moins pour /?>o) sont des fonctions p^riodiques 
JK35 * yn] c’est 1^ une bypotb^se identique aux bypo- 
Lb^ses (9) et (10) du numero pr^c^dent qui, nousTavons vu, ne 
restreignent pas la g^neralitd. Si on I’admet, la constante du second 
membre de (12) est nulle. 

Cela pos^j reprenons les equations ( 3 ) du num6ro precedent. La 
seconde nous apprend que S^ ne ddpend que de jKi et la troisieme, 
quand on ^gale les valeurs moyennes des deux membres, donne 


(i3) 


2 dccl \dyi) 


G2 ~[Fi], 


ce qui determine S^. 

En tenant compte de F^quation (i 3 ) la troisieme Equation ( 3 ) 
devient 


(i 4 ) 



[Fal-Fi. 


Comme le second membre est une fonction dey^ , ys, • . • , 
dontla valeur moyenne est nulle, Fapplication d’un proc^d 4 d’in- 
tdgration dont nous avons d^j^ fait usage bien des fois nous do^*- 
nera S2 k une fonction arbitraire pr^s dey ^ , c’est 4 -dire qued’^ijiia-^,^ 
tion (i4) nous fera connaitre ^ ’ ^ 

S2~-[S2]. 

Pour determiner [Sj] prenons la equaliSi^'I[3) et 



CHAPITRE XIX. 


354 

^galons les valeurs moyennes des deux membres, il viendra 


(i5) 


^[Sa] _ |.^i 

dx\ rf/i dyi 


Nous tirerons de la la valeur de [Sa]. 

Connalssanl 83 et tenant compte de (i5), nous pourrons ^crire 
la quatrl^me Equation (3) sous la forme 


— 2/1 


0 

I 


dS$ 


= <!>. 


La valeur mojenne de $ etant nulle, cette Equation, qui est dc 
mSme forme que ( 14)3 se traiterade la meme maniere et nous don- 
nera 


S3~[S3] 


et ainsi de suite* 

On voit que les fonctions ainsi determin^es sont des fonc- 
tions uniformes dey< et de \/0^ — 


206. Pour ^tudier plus compl^tement nos fonctions, il faut 
faire un changement de variables. Pour cela introduisons une 
fonction auxiliaire T d^finie de la fagon suivante; nous aurons 

T = To Tt \/]I -H T2 [x 
et 

To = 07 J7i-h 07O72 -h 07,0 JK/m 


ou les seront des constantes qui satisferont aux conditions 


Fo = Co, 


TiJ = 0. 


En d’autres termes, Tq ne sera pas autre chose que ce que nous 
avons appel^ So- 

Pour d^finir T^ nous partirons de la m^me equation qui a servi 
a definir Si, c’est-^-dire de Tdquation (7) du n° 204-, ou nous rem- 
placerons Si par Ti et par C 2 , ce qui nous donne 


I <i^Fo dTj dTj 
iZidx^^dcol dyt dyje 


G2~[FiJ. 


(7 
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J’y adjoiadrai les suivantes (ou les sont des constantes) 




• 3, • . Tl). 


II importe de remarquer qu’en faisant cette derniere hypothese 
je d^finiral comme j’ai fait plus baut pour S^, mais en m’ecar- 
lant des hypotheses ( 9 ) qui exigeraient que les constantes 
fussent nulles. 

Comme les coefficients g — ne dependent que des x^^ ce sont 

des constantes; si done je remplace les par les x'l, T^qna- 
lion (7 bis) deviendra 

OU A est une constante, B et D deux polyn 6 mes homog^nes par 
rapport aux x'^^ le premier du premier degr^, le second du second 
degr^. Nous tirerons de 1^ 


dy, A “V A2 A"^ A A ’ 


Je poserai 
et pour abr^ger I’^criture 


D C 2 


d’ou 


[F,] = At, 

Ti = x'^yi + x'^yz x'^y^ — ^ + J dyi s/x\ — i/. 

Nous d^terminerons ensuite T 2 par Fequation 




analogue a I’^quation (i i) du n® 204. 

Cette Equation determine T 2 , comme nous I’avons vu, a une func- 
tion arbitraire pres de y \ ; nous pourrions, sans inconvenient, faire 



356 


CHAPITRE XIX. 


un choix quelconque ; nous supposerons par exemple 

[T,] = o. 

Je poserai 

2 — Gi. 

II r^sulte de 1^ : 

QueT2 est une fonction p^riodique desj/qui ne depend pas 
des car il en esL ainsi de et de [F^] oti nous avons suppose 
tout sJmplement que les xi etaient remplac^s par les con- 
stantes 

2° Que si dans le premier membre de I’^quation (2) du n® 204 
on remplace S par T, ce premier membre se reduit a 

Go ■+■ Cl + O2 [Xj 

a des termes pres contenanLp\/p. en facteur; car les functions To? 
T^ et T2 satisfont aux trois premieres Equations (3), sauf que dans 
la seconde de ces equations le zero du second membre doit tire 
remplace par C^. 

Posons maintenant 


(16) 


Xx = 


dH 


^ 2 j _ 4, 




dyi’ 


, dT r- 


dx\ 


rtv^ d^ 

A dxi 


{i — • 


^2 


..,71). 


Si Ton prend comme variables nouvelles les et les jk/ a la 
place des Xi et des la forme canonique des Equations ne sera 
pas alt^r^e. 

£tudions d’abord la troisi^me Equation (.16) ou entrent jKo 
et si nous considdrons x\ comme une conslante et si nous 
faisons varier seulement je dis que est une fonction p^rio- 
dique dej^r 

C’est ici qu’^clate I’analogie avec I’emploi des fonctions ellip- 
tiques au n® 199. Dans le cas particulier traits dans ce num^ro, on 



avail 


MEinODES DE M. BOHLIN. 


357 


A=I, [Fi]=cos7i, 

de sorte qiie notre troisifeme equation (16) s’^crivail 

f 

2 J \/C^ — cos/j 

L’integrale da second membre est line integrale elliptique et 
par consequent cosj/< et sinyi sont des fonctions doublement 
periodiques dey\ . Mais deux cas sont a distinguer suivant que 

G2>i ou G2<1. 

Si Co > I la p^riode r^elle est ^gale k 

^ Jo t/Cj — cos/i’ 

et si 

C 2 = cosa< I 


la p^riode r^elle est ^gale a 



dn 

^/Gg — cosji 


Dans ce cas particulier d’ailleurs, est une fonclion iiniforme 
de y[ pour les valeurs imaginaires aussi bien que pour les valeurs 
r^elles de/'. Mais, dans le cas general, /i est fonction uniforme 
de y\ pour les valeurs reelles seulement et, d’auLre part, cos/i et 
sin/^ admettent une p^riode r^elle qul est 

^ Jo A'j — 


si est sup^rieur au maximum de 



dyi 


si est inf^rieur k ce maximum et si s’annule pour = a 

et pour y^=p ct resLe positif pour a</^ < J’ajouterai que 
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dans le premier cas augmente de 27 c quand augmente d’une 
periode, landis que dans le second cas, c’est-a-dire dans le cas de 
la libration, reprend sa valeur primitive qnand y' augmente 
d’une j)6riode. 

Dansle cas parlicuHer du n^ 199, non senlenaent cosy^ et sinji 
sont fonctions doiiblement pdriodiques de y\, mais il en est de 
m^me de y/C 2 — cosy^; quant k 


Si 



— cos/i dyi, 


il augmente d’une quantity constante quand augmente d’une 
periode. 

De m^me, dans le cas general, 




et par consequent 


estunefonctlon periodiquedejKr Cette fonction, de ra^me que 
depend en outre de qui joue un r6le analogue a celui du module 
dans le cas des fonctions elliptiques. 

Observons avant d’aller plus loin que la pdriode de ces diverses 
fonctions pdriodiques de est proportionnelle a 

Il rdsulle de la que, dans le cas de la libration, yi et 

y . — sont des fonctions periodiques de/'; en outre Xi et 
Xi dependent des //, mais ce sont des fonctions periodiques de 
periode 2 % de ces n — i variables. 

Si done nous exprimons les variables anciennes Xi et yi en 
fonctions des nouvelles x’l et /'•, il est evident que les Xi^ les 
cos// et les sin// sont des fonctions periodiques des/'-; il en est 
done de meme de F qui est periodique de periode 27 : par rapport 
aux/,. 

La periode sera dgale a 



pour/' et^ 27ry/jl pour les/'-^ je poserai pour abrdger la pdriode 
relative a /' dgale k P\/p; il est clair que P est une fonction 
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de , de m^me que la p^riode des fonctions ellipliques est Tine 
fonclion du module. 

Si nous posons 

,, , 

d ou 


(i6 bis) 



^i = yi — 


Zl 

A 


dx'i^ 


F sera une fonction periodique des la periode sera P pour 
et 2ir pour les autres 5,; F sera en outre fonction des \ cette 

fonction sera d^veloppable suivant les puissances de y/p.; les trois 
premiers lermes du developpement 

Go H- Cl /[I -t- G2 

seront inddpendants des Zi et fonctions seulement des x\. Le pre- 
mier terme Co est une constanle absolue; est, par definition, 
une fonction lineaire des independante de x\ ; enfin on a 


Gg — A £1/ D ~— 


B2 


d’ou il resulte que Cg est un poljn6me de premier ordre par rap- 
port aux autres 
Posons maintenant 

F = C„ + F*^/iI, 
nos equations deviendront 

dt dzZ dt dx\ 

La fonction F* est, commc la fonclion F, an n*^ 125, periodique 
par rapport aux variables de la seconde serie qui sont ici les 
Toutefois deux obstacles empechent que les precedes du n® 125 
soient immediatement applicables aux equations (17). 

La fonction F* est bien periodique par rapport aux ^/, niais, 
par rapport kZi^ la periode n’est pas 2 t:, mais P. 

Pour tourner cette premiere difficulte, il suffit d’un simple 
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cliangement de variables. Si nous faisons 


(iB) 




-I 


?dx\ 

1 

air 


Pi = 


2 TT 


Ics Equations restent canoniqiies et s’^crivent 


(•9) 


dui ^ dF* 
dt ~~ d^\ 
^ _ dF* 
dt 


““ dZi^ 


dvi 

dt 

dZf 

dt 


dF* 

dui ’ 
dx[ 


{I — 2, 3, 


^0, 


et cette fois F* est pdriodlque de pdriode 27 : par rapport a 


t'l, ^2, -3, Zfi. 

2 ® Si I’on fait |a = 0 , F* se rediiit kCi, et C< ne depend pas de 
toutes les variables de la premiere serie, mais seulement de 

rr'a, a?;, 

car nj est nul. Nous ne sommes done pas dans les conditions du 
125, mais dans celles du n° 134; nous allons voir que les con- 
clusions de ce numero sont applicables. 

En effet, la fonction qui correspond a celle que nous avons 
appelee R dans ce 134, e’est ici C 2 ; et il est aise de voir que C 2 
depend de et par consequent de Ut et ne depend que des 
variables de la premiere serie. 

Les conditions pour que le th^or^me du n° 134 soit vrai sont 
done remplies et nous devons conclure qu’il existe n fonclions 

^ 1 } ^ 2 > ^'n 

qui dependent de n variables 


Pl, ...7 

€t de n constantes arbitraires et qui satisfont aux conditions sui- 
vantes : 

1 “ Quand on les substitue dans F*, cette fonction se rdduit a 
line constante. 
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2° L’expression 

+• <^2 -H dz^ -h. = dN 

est une different! elle exacte. 

3 ° Ces n fonctions sont p^rlodiques de periode *it. par rapport a 


^Ij *^2} •••? 

Considerons done ii^ et les x\ comme fonctions de et des 
ce qui nous donne /i relations entre ces 2/i variables, puis reve- 
nons aux variables anciennes ^/ety/al’aide des equations (i6), 
(i6 his) et (i8); nous obtiendrons ainsi n relations entre les Xi et 
les j*/; en r^solvant ces relations par rapport aux nous aurons 
les Xi en fonctions des^/, et il est clair que : 

I® Si Ton substitue dans F ^ la place des xt leurs valeurs en 
fonctions desy/, F se reduit a une constante. 

L’expression 

(20) 


est une diffdrentielle exacte. 

Car, d’apres la forme des Equations (r6), (i6 his) et (18), la 
difference 

dS — ^dW 


est toujours une differ entielle exacte, 

3 ° Si I’on exprime les xi en fonctions de et des s/, les x^ 
sont des fonctions periodiques de ces variables; et, de meme, si 
Ton exprime les Xi en fonctions des/,*, ces fonctions seront perio- 
diques de periode aic par rapport ky2i /a? * • • 5 /«• 

II resulte de 1 ^ que les fonctions S definles par Tequation (20) 
ne different pas de celles dont nous nous sommes occupes au 
numero precedent, puisque nous n’avons fait intervenir dans leur 

definition que Tequation (2) du n® 204 et la condition que les ^ 

soient periodiques par rapport kfz, 7sj • • 

Ainsi les deux systemes d^equations 


(21) 


Xjet 


Ui = 

dT 

dn 


d^i 


P dx\ 




^ ^ r 

(i = 2, 3, , . , , /i), 


^1= 


277 >^1 


cTTi 

dx'h 


2, n) 
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et 

(22) ^ 

sont ideatiques pourvu que V satisfasse k I’^quation aux d^rivees 
parLielles 

et a la condition que ses derivdes soient periodiques par rapport 
k et aux Ziy et que S soit definie comme au numero pr^c^dcnt. 
V est d^veloppable suivant les puissances de et s’^crit 

V = VaM-v^Vi-h?iV2 + .... 

Chacune des fonctions V/ pent s’^crire 

Vi* = pi -f" pi -32 Pf + Vj, 

V' ^tant periodique et les n constantes pf analogues aux con- 
stantes (x.i,k du n® 125 peuvent comme celles-ci 4 tre choisies arbi- 
Irairement. On a de m^me 

S = So“f”v/fASi-T-... 

et nous avons vu que depend encore des constantes arbilraires 
que nous avons appel^es plus haul af . 

Pour que les deux systemes (21) et (22) soient identiques, il 
faut, bien entendu, si I’on a donn^ aux constantes des valeurs 
d^termin^es, que Ton donne aux constantes af des valeurs corrcs- 
pondantes et inversement. 

A chaque fonction V correspond ainsi une fonction S cL reci- 
proquement. 

Mais, dans les num^ros pr^c^dents, nous avons impose a nos 
constantes af et par consequent a S certaines conditions qui sont 
les hypotheses (9) et (10). Si Pon vcut y demeurer astreint, il 
faut done que les constantes pf salisfassent de lenr c6t6 a certaines 
conditions qu’il serait ais6 de former, Je dirai seulement que les x'l 
doivent s’annuler avec 

Les Equations (21) et (22) nous permettant d’ exprimer toutes 
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nos variables en fonctions de n quelconques d’entre elles, sup- 
posons que Ton exprime et les Xk en fonctions de 

/3, //»• 

Soil done 

Kk{^uyt,yz, 

On voit sans peine que les fonctions 6 et sont periodiques de 
periode stt par rapport k chacune des n variables dont elles depen- 
dent. 

Si nous regardons un instant ^ 20 '^? comme des con- 

stantes et et comme les coordonnees d’un point dans uu 
plan, nous pourrons envisager les equations 

.yi = 6(p,), a;i= ^ 

Quand nous ferons varier Pi, le point x^^y^ decrira une courbe 
fermee puisque les fonctions 9 et reprennent leurs valcurs pri- 
mitives quand Pi augmente de 27c. 

\insi, si^ 2 j /sj • • • » sent considerees comme des constantes, 
^equation 

^1= -j— 

dyi 

est celle d'luie courbe fermee. 

C’est la le resultat auquel je voulais parvenir; mais il importe 
d’en preciser la signification. Nous ne devons pas oublier, en 
effet, que tous les theoremes qui precedent sont vrais, mais seu- 
lement an point de vue du calcul formel. 

Les fonctions 9 et sont developpables suivant les puissances 
de y/p, de sorte que nous pouvons ecrire 

et toutes les fonctions 6 p(p 4 ) et sont periodiques de pe- 

riode 2 TC. 

Les seconds membi'es des equations ( 24 ) sont des series ordon- 
nees suivant les puissances de y/p, mais qui, en general, ne sont 
H. P. - II. 4 
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pas coQvergentes. Les equations (24) sont done vraies qu’aii 
point de vue du calcul formel. ferivons done ces Equations de 

p 

nouveau, mais en nous arr^tant aux termes en ; il viendra 


(24 


i p 

^ = 6o(Pi) -4- p<^9i(Pi) -4-. . .-H tA*6p(Pi), 


Les 6 quations (24 definissent ^videmment une courbe fermee. 
Supposons qu’^liminant entre ces deux Equations on les resolve 
par rapport ^ , il viendra 

i 1 

(aS) J?! = Po 4- (J.® P1-4-. . . 


P05 Pu . . P^, . . - sont des fonctions de jKi \ second membre 
de (aS) est une sdrie inddfinie, mais convergente; et Tdqua- 
tion (26) est celle d une courbe ferm6e. 

En vertu des prlncipes du calcul formel, la valeur de Xi alnsi 


obtenue ne peut diflf^rer de que de quantites de I’ordre 
de u. ^ ; nous aurons done 


Pc = 


cfSo 


Pi = 


rfSi 

dyi' 


mais nous n’anrons pas 


, rfSp+, 




"Wi 


Maintenant la courbe 


( 46 ) 


a 7 i = 


dyx 





est-elle une courbe fermee? 

Reportons-nous a I’dquation (i 5 ). Gomme, dans le cas de la 
libration, ^ s’annule pour deux valeurs diffdrentes dej^j , on peul 
se demander si ol' consequent ne pourront pas 
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devenir infinis. II n’en est rien parce que [<I>] s’annule en m^me 
temps que mais poussons rapproximation plus loin. 

Nous trouverons pour d^finir une equation analogue a (i 5) 


d[S^] dSi 
dx\ dyx dyx 


[^]-r G4; 


d\ S 1 

cette fois devenir infini ? 

Nous poiivons, il est vrai, disposer de la constante C, de facon 

d^% J ■ , . 

^^vienne pas infini pour Tune des valeurs ie yi qui 
dS 

annulent^; mais, en general, [<^]-hG 4 ne s’annulera pas pour 

1 autre valeur de qui annule done deviendra infini 
quelle que soit la constante C4. 

Ainsi I’equation (26) ne representera pas une courbe fermee 
parce que le second membre deviendra infini. 

Quand done j’ai dit plus haut que la courbe 


est fermee, cette assertion ne pouvail avoir par elle-m^me aucun 
sens puisque la s^rie S est divergente. 

Voici ce qu’elle signifiait : 

Elle signifiait qu’on peut toujours trouver une fonction <Pp 

de yi et de [i. d^veloppable suivant les puissances de y/jl et telle 
que r^quation 






/3d- 1 


soil celle d’lme courbe fermee. 

Un exemple simple fera mieux comprendre ce qui precede. 
Soit la courbe 

07= v/i— 


C’ost une ellipse. D^veloppons le second membre suivant les 
puissances de p. et arrStons le developpement, par exemple, aux 
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termes en [jl-, il viendra 




2 /l— y2 


o i ^ 


ce qui n’est pas I’^quation d’line courbe fermee puisqne le second 
membre devient infini pourjK= =t: i. 

Toutes ces difficult^s, purement artificielles, sont evitees par Jc 
changement de variables (i6). 


Gas lixnite. 

207. Passons enfin au cas oii Ca est egal au maximum de [F|] 
et qui est in terme diair e entre le cas ordinaire et celui de la libra- 
lion. 

Reprenons les equations (3) dii n° 204 et les Equations (i3), 
(i4) et (i5) da n° 20S. Je suppose toujours = /? 2 ^ = o 

(pour i > i) et par consequent = o. Dans ce cas le radical 

/G7:rfF7] 

^eC par consequent ^ j est, comme nous I’avons vu au n® 200, 

une fonction periodique de mais dont la periode n’est plus 27c, 
mais 4'^- Cette fonction change de signe quand on change 
en + elle s’annule pour une seule valeur de comprise 
entre o et 2 tz et qui est precisement celle qni fait atteindre k la 
fonction [F^] son maximum. On pent, sans restreindre la genera- 
lite, supposer que cette valeur est egale k zero. Alors on aura 

dSi 

dyi 

pour 

quel que soit Tentier A. 

J’ai explique tout cela en detail au n° 200. 

Considerons maintenant les equations (3) ainsi que les equa- 
tions analogues k (i3) et k (i5) que I’on obtient en egalant les 
valeurs moyennes des deux membres des equations (3). Ces equa- 
tions nous permettront, ainsi que nous I’avons vu, de determiner 
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par reJcurrence les fonctions Sp et elles nous montrent tout d’abord 
que les seront des fonctions p^riodiques des j/? la periode 

elanl 27 z par rapport a jko? JKs? • • - ^ yn et 4 par rapport ay^ . 

SJ les constantes Cp sont nulles, pour un indice p impair, ce 
que j’ai d’ailleurs suppose en ^crivant les Equations (3), ces equa- 
tions (3) ne changeront pas quand on changera ^^'4 en^i -1- 27:, ni 
quand on changera \/[I en — y/jjL. 

On en deduirait, par un raisonnement tout pareil a celui que j’ai 

fait au n*^ 200, que se change en 


dy. 


quand se change en y, + 27c. 
clS 

Done est une fonction p^riodiqne de pdriode 2tz par rap- 
port a^4 si p est pair. 

Si p est impair, cette fonction change de signe quand y^ aug- 
mente de 2 tc. 

Maintenant voici la question qui se pose : 
dS 

Les fonctions -7-^ sont-elles finies? 
dyt 

Nous avons pour determiner [S2] I’equalion (i5) 
dx\ dyx dyx “ 


el plus generalement pour determiner [S^] 


(27) 


d[Sp] dSj 
dx\ dyi dyt 


[«!>] -H 


0^4- ^ etant nul quand /? + i est impair. 

La fonction [$] du second membre de (27) dependant seule- 
ment dey^, je la poserai egale a (^4). 

On verrait aisement par recurrence que 




II pourrait arriver que 


d[Sp] 

dyi 


dS 

devint infini; car ^ peul s’an- 
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nuler pour = 2k% et il pourrait se faire que pour ceLle valeur 
de le second membre de (27) ne s’annuldt pas. 

Si nous voulons done que les demeurent finies, il fauL 

done que 

i aS) (0) Gjrj+i = <p/)H-i(2Tc) -t- Gp+i = o. 

Si les conditions (28) sont remplies par toutes les valeurs de /?, 
les et par consequent aussi les resteront finis. 

Si JO 4- I est pair, on satisfera facilement aux Equations (28) ; la 
constanle C/i+i est en efFet arbitraire et il suffira de la prendre 
egale a 

— Tp+iCe) = — 

Mais, si JO + 1 est impair, Cp+i est nul et nous devons satisfairc 
a la condition 

(^29) cp^+.l(0) = 0 

qui entraine d’ailleurs la suivante 

?pM(aTu) = o. 

Comme nous ne disposons plus d’aucune arbitraire, celte con- 
dition (29) doit ^tre remplie d’elle-m^me; e’est en effet ce qui 
arrive, mais cela exige une demonstration sp^ciale que je vais 
donner dans les numdros suivants. 

208 . Supposons d’abord qu’il n’y ait que deux degres de liberie 
et par consequent quatre variables seulement Xi, i'i et/o. 

Reportons-nous aux 42 , 43 et 44 ; nous y avons vu qu’a 
chaque syst^me de valeurs des moyens mouvements 

^ 2 , •••, nl 

qui soient commensurables entre elles, correspond une fonc- 
tion [F4] et qu’^ chaque maximum ou k chaque minimum de cette 
fonction correspond une solution pdriodique. 

Or, dans le cas qui nous occupe, les moyens mouvements sont 
au nombre de deux 
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et Tun d’eux /ij est nul; les valeurs des deux moyjens mouvements 
sent done commensurables entre elles. De plus la fonction [F^] 
admet un maximum absolu qu’elle atteint pour = 0 et qui est 
egal ^ C 2 . A ce maximum doit done correspondre une solution 
periodique. Soil 

( 3 0) a 7 i=^l( 0 , = = = 

cette solution. Comme n] est nul, quand t augmente d’une p^riode, 
< 1^0 ^2 et reprennent leurs valeurs primitives, tandis que ^2 
augmente de 2 7u. 

Si nous ^liminons t entre les Equations (So), il vient 

( 3 1) 61(72), i2?2 = ^2(jK2), 71=^3(72). 


les fonctions 0 dtant periodiques de p^riode 2 : 1 :. 

Les exposants earaet^ristiques sont au nombre de deux et d’apres 
le Chapitre IV doivent 6tre ^gaux et de signe contraire. De plus, 
comme la solution periodique correspond k un maximum et non 
a un minimum de [F^], ces exposants doivent Itre reels, en vertu 
du n® 79, et la solution pdriodique doit ^tre instable. 

Cela pose, nous allons faire un changement de variables analogue 
k celui du n® 148. 

Soit 

S* = ir'272 H- 0 + a;\yi - 1 - 71 0i — 63 , 


oil 0 est une fonction dey^ definie par la condition 


dQ 

dyt 


djt 


La forme canonique des Equations ne sera pas altdr^e si je prends 
pour variables nouvelles x\ et y' en posant 

<i:s* , dis* 

On trouve ainsi 


j Xi = ci;\ H- 61 ; 


COi = -H 






dOi 


■a’l 


C?63 

dyi 


( 32 ) 
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+ 6j ^ - a;, ^ . 

Quelle sera la forme de la fonction F exprim^e a Taide des 
nouvelles variables? 

Obser\ons d’abord que 6 | , 02 el 63 sont, en vertu des n“®42a44, 
developpables suivant les puissances croissantes de et que, 
pour [ji = 0 , elles se reduisent a des constantes 

xIj xl et 0. 

On voit ainsi que et sont des fonctions de 

ety^ et de jjl, developpables suivant les puissances de p. el perio- 
diques par rapport ky.^- Pour p = o, elles se reduisent a 

572=^2'+-^2» 7l=/i' 

Done F conserve la mSme forme quand on I’exprime en fonction 
des variables nouvelles : je veux dire que F est ddveloppable sui- 
vant les puissances de p, et p^riodique par rapport a , mais F 
n’est pas periodique par rapport a y\. 

Les nouvelles Equations canoniques 

dx'i __ dy\ _ d¥ 

dt “ dyi^ dt ~ dx\ 

admettent ^videmment pour solution 

^2 = ri = 

puisque les anciennes admettaient 

. a ?2 = 62 , Ji=03. 

Nous en concluons que les trois d^riv^es 
dF dF dF 

<ri ^ 

s’annulent a la fois quand on y fait 

^'i = ^2=ri==o- 

D’autre part, quand on fait = 7 ' = 0 , F se r^duit a line 
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constante que j’appellerai A et qui est d’ailleurs developpable 
suivant les puissances de jx. 

Posons 

F=F-~A; 


sera developpable suivant les puissances de x\ ety^ pour 
les petites valeurs de ces variables ; le developpement ne contiendra 
pas de terme de degre o, et il ne contiendra d’autre terme du pre- 
mier degre qii’un terme en cd^. Les coefficients du developpement 
sont des functions de [jl et de/^* 

Consid^rons alors F^quation 


F 





cherchons a y satisfaire en faisant 

(33) = Sq . 


Nous d^terminerons par recurrence les fonctions a Faide 
d’^quations tout k fait analogues aux Equations (3) du n'* 204 et 
qui n’en different que parce que les lettres y sont accentuees et 
que les constantes sont toutes nulles. 

Remplagons dans F' la fonction S' par sa valeur (33) et deve- 
loppons ensuite F' suivant les puissances croissanies de y/jl. 

Soit 

• • • 


ce developpement. Alors va, pour les petites valeurs de y , 


d^ 

x\ et y , eire developpable suivant les puissances dey' , des 


des^- 

Les coefficients du developpement seront des fonctions perio- 
diques dejKg; mais le point surlequel je veux attirer Fattention, 
c’est quele developpement ne contiendra pas de terme de degre o 
et que Jes seuls termes du premier degre seront des termes en 



CHAPITRE XrX. 


JNous aliens done avoir a determiner 


par des equations 


S',- [S',] 


TlS -i-f = ^ 


analogues a (i4) et a determiner [S'^] par des equations 

dy\ ^ 

analogues a (i5), les constantes analogues aux etant toutes 
nulles. 

Les functions ^ et <J>' qui entrent dans les seconds membres 
de(34) et de (35) peuvent ^tre developpees suivantles puissances 

yp seuls termes du premier degre sont des 

. 'dS’i 

termes en -rr • 
dy^ 

Je dis que non seulement la valeur /' =on’estpas un infini 
dS'’ dS'' 

pour les ^ et les^? mais que e’est im zero, a savoir un zero 

dS'‘ dS' 

simple pour les et un zero double pour les 

En effet, demontrons ce iheoreme par recurrence et supposons 
qu’il soit dej^ vrai pour les fonctions deja connues. 

Alors la fonction ^ de Tequation (34) admettra la valeury'^ = o 
comme zero double; et en effet cette valeur est un zero simple 
pour chacun des facleurs des termes de degre plus grand que i 

du developpement de ^ suivant les puissances de des -j-r el 

dS' . ^ 

des et d’autre part les termes du premier degre de ce deve- 

^ dS' 

loppement dependent des derivees pour lesquelles y[ = o est 
un zero double. 

II resulte de Ik et de I’equation (34) que jk^ = o est un zero 
double pour 


et par consequent pour 


Si- [S',], 
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et un zero simple pour 

dy\ dy\ 


On pourrait ensuite raisonner sur la fonction de 1 ’equa- 
tion (35) comme on vient de le faire sur la fonction ^ et Ton verrait 
ainsi quey^ = o esL iin zero double pour et par consequent 
pour [$']. 

Comme, d’autrepart, c’est un zero sim 
lement un z^ro simple pour 




pie pour ce sera ega- 


dy'i 


G. Q. F. D. 


Ainsi les functions definies paries equations (34) et (35) sont 
finies. 

Quelle relation y a-t-il maintenant entre la fonction S definie 
au numero precedent et la fonction S' que nous venons de deter- 
miner? 

Nous avons 

= sci dyi -h dy%^ 
dS' = x[ dy'i H- ir's dy ^^ , 

d’oii, en tenant compte des equations (3^), 

dS'—dS = de — d{yi^i), 

d’oii 

(36) S^__S=:0-JKiei. 

Comme S', 0 et 9^ sont toujours finis ainsi que leurs derivees, il 
en sera de m^me de S et de ses derivees. 

II est aise, en egalant dans (36) les coefficients des puissances 
semblables de de calcxiler les fonctions S;,. 

En eflfet, nous avons ecrit plus haul 

(33) S'= S{,-f- /fiS'i-h fxSg-h. . 

mais ce developpement est obtenu en supposant que les S^ sont 
exprimes en fonctions des variables nouvelles y'l] si Ton 
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revient aux variables anciennes XiQiyt-j le d^veloppemcnt change 
de forme eL s’ecrit 

[c/. les equations (8) du 200]. 

Soil de m^me 

Nous aurons alors 


(37) 




equation qiiinousmontre que I’on peutchoisir les conslantes 

de telle sorte que les restent constamment finis. 

D’ou nous devons conclure que les conditions (29) sont rem- 
plies d’elles-m^mes. 

^ c/S 

Nous avons vu au numdro pr^c^dent que les sont dcs fonc- 

tions pdriodiques de pdriode 4 * 7 ^ par rapport a y ^ ; il n’en est pas 

de m^me ici des ni des parce que F, comme je I’ai fait 

observer plushaut, n’est plus periodiqiie en Cepcndantreqiia- 

tion ( 3 y) nous montre : 
dS" 

I ** Que est periodique ; 

dS" 

2° Que ^ augmente de — quand augmenle de 4 '^- 
Consid^rons les Equations 


(37) 




qui nous donnent et 0S2 en functions de et de y^* Elies ont 
une signification int^ressante. 

Reprenons, en effet, les Equations ( 3 o); elles d^finissent la 
solution periodique qui nous a servi de point de depart. Nous 
avons vu que cette solution est instable. 

Done, en vertu des principes du Chapitre VII, clle donne nais- 
sance k deux series de solutions asymptotiques, donl les equations 
g^nerales peuvent etre mises sous la forme 


(38) a?! — A), a? 2 = A), 71 = toi(?, A), 72 = A) 
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pour la premiere serie on 

(Sg) 57i=7)i(^, B), X2 — ri2(ty B), ji=7);(/, B), r2 = ^ii(^> 

pour Ja seconde. 

A et B sont des constantes arbitraires. 

Si entreles equations (38) on ^limine I et A, puis qii’on resolve 
par rapport a et on obtiendra les equations (87) el Ton 
obtiendra encore le m^me r^sultat (le signe du radical \/C2 — [F^] 
etant seul change) si Ton elimine f et B entre les equations (Sg). 

11 peut ^tre interessant de comparer la demonstration qui pre- 
cede celles que j’avais donnees dans le Tome XIII des Acta 
mathematical p. 211 a 216 d’une part, 217 a 219 d’autre part. 

209. Occupons-nous d’etendre cette demonstration an cas ou 
il j a plus de deux degr^s de liberte et, pour cela, cherchons 
d’abord a generaliser la notion qui nous a servi de point de depart, 
c’est-a-dire celle de la solution periodique (3o). 

Cherchons done n + i fonctions des n — i variables 


72 > •••> yn, 

fonctions que j’appellerai 

?3, hi 

et qui seront telles que les relations 

= = («>r) 

soient des relations inoariantes au sens donne a ce mot an n° 19. 
Cela entraine les conditions suivantes 


(40) 


2 dy\ d¥ 
jedyk dxk 

2 dli dF _ 
kdyk dxk ~ 

'V ^ ^ 

Aditlyic dxk 


dy,^ 

dji 

dF 

dxi 


(fj h — 2, 3, . . . j ^). 


Inutile d’ajouter que, dans les derivees de F, ^1, et les Xi sont 
supposes I'emplaces par 71, et les 
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De plus, les fonctions 71,2^61 doivent ^tre p^riodiques enjo, 
y%j • • • ? JKrt 1 devront se r^duire a des constanles tjo, Co et 
pour pi = 0. 

Eafin je m’impose une condition de plus, je veux que 

Xi dfi •+• dy^ dfn = <^6 4 - 7]o d^ 

soit la diflFdrentielle exacle d’une fonction 6 + vio C de72j Js, • • /w ■ 
On en tire 


(40 


$1 = 


^6 

(^yi 


— 7)o) 


dyt' 


et Ton en conclut que les derivees de 9 sont des fonctions perio- 
diques. On aura de plus 


( 4 ^i) 


1 ^ Cj yt) — const., 


c’est-a-dire qu’en rempla^ant dans F les variables Xi par 
les fonctions ?}, et C, on rMiiit F a une constante. 

On verifierait aisement par un calcul qni rappelle qiielques-uns 
de ceux du Chapitre XV* que la deuxi^me Equation ( 4 o) est une 
consequence necessaire des deux autres et des equations (4i) 
et (42). 

Si, en effet, on diflFerentie Tequation (42) par rapport k yh^ et 
qu’on la transforme ensuite en tenant compte de Ja premiere et de 
la troisieme equation (4o) ainsi que des relations 

dxi dyi dxi ___ dx^ dy^ dxx 
dyk dyjt dy^ ~ dyi dy^ djo, 

deduites des relations (4i) par dijBferentiation, on retrouvera la 
seconde equation (4o)* 

Nous conserverons done, pour definir les fonctions r,, C, kt 9 ? 
la premiere et la troisieme equation (4o) ainsi que les equa- 
tions (4i) et (42). 

Nous allons chercber a developper les fonctions v), C ®t G sui- 
vant les puissances de pi, sous la forme 


( 43 ) 


7] = r^oH-H.7)i4-fza7i2 4-..,, 
6 = 6q -h (i.9i -H Gg -f- . . . j 
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Nous Lrouvons d’abord, en faisant p. = 0 dans la premiere equa- 
tion ( 4 o) 

V „o ^^0 _ * 


ce qui prouve d’abord quevio ne depend pas de jKa? • • • 5 ce 

que nous pouvons ferire 

Tflo = [>io], 

puisque [y)o] designe la vale ur mojenne de rio consid^ree comme 
fonction periodique - •• 1 ^ 12 - 

II vient ensuite, en faisant [jl = o dans la troisi^me equation (40)3 




Dans le second rnembre et les ; 2 ?jdoivent ^tre respectivement 
remplaci^s par rio et et ces quantit^s doivent 6tre des constantes 
telles que I’on ait 


dxi 


n\. 


= 0, 


^ = — 71®. 
dxi * 


Nous regarderons les n\ comme des donnees de la question de 
telle fagon que ces Equations d^termineront les if et 

^o = ['no]. 


Notre Equation devient alors 


d’ou 



= 0, 


Co = [?o]. 


fJT 

Comme Tjo est une constante absolue, et que doit etre nul, les 
equations (4i) nous donneront 





Si, d’antre part, nous d^veloppons la constante du second 
rnembre de (4a) suivant les puissances croissantes de et que 
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Go -H Cl [I H- Cg p.® 4- . . . , 

r^quaLion (4^a), quand nous y ferons p. = o, nous donnera 

Cette equation determine simplement la constante Cq, et nous 
voyons de plus que 

Oo =$2/2 4- $§/3 4-. . . 4- 

Nous connaissons maintenant 7 )o et QqJ niais, quanta JJo? nous 
savons seulement que ^st une constante et par consequent que 

Co = [Co], 

mais nous ne connaissons pas [Co]* 

figalons les coefficients de pt dans la premiere Equation (4o), il 
viendra, si Ton se rappelle que tio est une constante, 

v„o 

dyk dy\ * 

Dans le second membre y ^ , X\ et les Xi sont supposes remplaces 
par Co? *^0 et les ; ce second membre sera une fonction periodique 
de/2,/3, • et sa valeur moyenne, puisque Co? ?? sont 

des constantes, sera 


rdFn_d[Y^] 

L'^/iJ“ 


dyx 

Cette valeur moyenne doit Stre nulle, ce qui donne une equation 


dyi 


qui determine la constante Co- 
ll reste alors 




^tant une fonction periodique connue dont la valeur moyenne 
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est nulle, Equation d’ou Ton tire aisement 

figalons maintenant les coefficients pi dans T^quation ( 42 ) 
tenant compte des Equations ( 41)3 qui nous donnent 


nous trouverons 


dji^ 


v«o A p 


^ est une fonctlon periodique connue dont la valeur moyenne n’a 
pas besoin d’etre nulle, pulsque nous n’avons pas assnjetli Oj, 
mais seulement ses deri^^es, a ^tre periodiques. Cette Equation 
nous donnera 9^ qui dependra de 7i — i constantes que nous pour- 
rons choisir arbitrairement, 

figalons les coefficients de [a dans la trolsieme equation (4o), il 
viendra 

(«) 

La valeur moyenne du second membre doit ^tre nulle, d’ofi 


ce qui nous donne [ 7 ]^] et T^quation (44) t^ous donne ensuite 

Continuons de la m^me mani^re et supposons que I’on ait 
trouv6 

TOO? •••» 9i, 1 , 

Coj ^1? ' •» Kp—h Sp-l — [?/>-! ]) 

et qu’on se propose de irouver 

?/> — [?/?]• 

figalons d’abord les coefficients de [aP dans la troisieme ^qua- 

H. P. - 11. 25 
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tion (4o), il viendra 
,(45) 


dy^ dyl 


Le second membre doit avoir sa valeur moyenne nulle, d’oii 




on 


dyl 


(?P- 


- 1 — ’ 


d’o^i nous tirerons puisque — [Cjo-i] connu. Done 

*^p^\ est d^sormais connu, et T^qualion (45) nous donne 




Si nous egalons maintenant les coefficients de (4^), eii 
tenant compte de (4 t), il viendra 




d’ou nous tirerons 6^, 

figalant enfin les coefficients de \lP dans la troisi^mc equa- 
tion (4o), nous trouvons une Equation analogue a (44) 


(46) 



<!> 


^2Fo 


Le second membre doit avoir sa valenr moyenne nulle et cellc 
condition 


= 


dx\ 




determine [tj^] et par consequent 7\p. 

L'equation (46) determine ensuite 

. . , . Zp-Kp] 

et ainsi de suite. 

Nous avons done pu determiner des fonctions salisfaisant aiiK 
conditions que nous nous etions imposees et nous avons ainsi rea- 
lise une veritable generalisation des solutions periodiques, Seu- 
lement, tandis que les series qui definissent les solutions perio- 
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diques sont convergentes, il n’en est plus de ni^me de celles dont 
nous venons de d^montrer I’existencej de sorte que cette generali- 
sation n’a de valeur qu’au point de viie du calcul fonnel. 

210. Cherchons maintenant a nous servir des resultats du 
numero precedent pour demontrer dans le cas general que les 
relations (29) sont satisfaites d’elles-memes. 

A cet effet, posons 

S* = -H ^3/3 H-* . . -i- ^ — (vj — '/]o) ? -h a?; 7i 4-yi Tj — x\ C 

et cliangeons de yariables en posant 

la forme canonique des equations ne sera pas alteree, et Ton 
trouvera 


^1 = A -+- 




et enlln 


ar/ = :r;H- 


dfi 




£_ 

dfi 


„ dr\ , dr , d^ 

^ dyt ^ ^ dyi dy^ ’ 


ou, en tenant compte de (4i), 


t > / 


' ^ 1 ~T~ * ‘ 
dyi 


F conserve la meme forme avec les variables nouvelles, sauf 
qu’elle ne sera plus periodique par rapport a y ^ . 

Les nouvelles equations canoniques admettront comme relations 
invariantes 


ce qui prouve que pour x\ = 3o\=y\ = 0, on a 

dP _d¥ ^d¥ ^ 

dy\ ^7l dA ^ 

et que, de plus, F se reduit k une constante A; je poserai alors 


F'=F-A 
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et je verrai que, si Ton d^veloppe suivant les puissances de 
des x\ et de y\^ il n’j aura pas de terme de degre o et que les 
seuls termes du premier degr^ serontdes termes en ^2, ^3, . . 
Cousid6rant alors I’equation 



cherchons a y salisfaire en faisant 




ct determinons par recurrence les fonctions S^. 

Le calcul se poursuivra tout a fait comme au n° 208. 

Les fonctions et leurs derivees seraient encore ici des fonc- 
tions de et Ton verrait encore ici que ces fonctions ne devien- 
nent pas infinies pour/'=o; au contraire y\ = o est un z^ro 


double pour les 


dy\ 


(i>0 


et un zero simple pour les 

Le raisonnement se ferait par recuiTence comme au n® 208; les 
equations conservent en effet la meme forme. Je n’en reproduirai 
pas ici les details. Remarquons seulement que I’equation analogue 
a (34) s’ecrit 


= SAcOS(77Z272- 




est une fonclion periodique de 72. • • •? 7« dont la valeur 

moyenne est nulle. Les coefficients A et co sont des fonctions de y^ 
qui, bien entendu, ne sont pas les m^mes pour les differenls 
termes; on en tire 


d% _ Am^. 

d )'^ 2 d Tig //^.2 H -. . 


cos ( ^272 ~t“ • . . -1“ 'iy^n.y^i + 0) ). 


Dire que 7' = 0 est un zero double pour c’est dire evidem- 
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ment qne e’en est encore un pour cliacun des coefficients A et par 
consequent pour^^« 

Le reste du raisonnement est tout a fait pared a celui du n^ 208. 

Les fonctions sont done finies et I’on en oonclurait comme 
ail n° 208 qudl en est de m^me des fonctions et, par consequent, 
que les relations (ag) sont salisfaites d’elles-m^mes. 

c. Q. F. D. 


Relation avec les series du n° 125. 

211. Au n^ 12S nous avons d^fini certaines series S dont les 
premiers termes convergent d’une facon suffisamment rapide si 
aucune des combinaisons 

mi/ij-f- 7722/15 4-. . .-H mnn% 

n’est Ires petite. Aux n°® 204 et suivanls, nous avons defini d’autres 
series S dont la convergence reste suffisante m^me quand une de 
ces combinaisons est tr^s petite. 

Comment peut-on passer des unes aux autres? Ce que nous 
avons dit au n® 201 nous permet dejii de le prevoir. 

La fonction S definie au n° 125 depend (p. 20 ) d’une infinite 
de series de n constantes arbitraires; a savoir de 



/y.0 

<7.0 

j 

ai.ij 

ai,2, . . . 


afi.i, 

«2.2j • • • 

7 ^n.m 


Mais nous ne restreignons pas la gen^ralite en supposant que 
tous les oLi,k sont nuls. 

Soit en effet 


(I) = 

celle des fonctions S que Ton obtient en annulant tous les a/.^; 
elle ne contiendra plus que n constantes arbitraires 

^ i j 1 • • • ? • 

Les 4tant des constantes arbitraires, nous pouvons les rem- 
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placer par des developpements quelconques proc^dant sui^ant les 
puissances des [a. 

Nous remplacerons done a?® par 

a?? -f- . • 1 

les p etant des constantes quelconques. La fonction S a laquelle 
conduit celte substitution satisfait coname S* a T^quation (4) 
du n° 12o; mais les a/.;^ sont plus nulles et il est clair que Ton 
peut choisir les arbitraires ^ de fagon que les valeurs des a soienl 
tout a fait quelconques. La fonction ainsi obtenue est done la 
fonction S la plus generate. 

RevenonsaS*; cette fonction depend des n constantes a*®; mais, 
d’autre part, les n moyens mouvements /i® sont aussi des fonctions 
des^f, et inversement les sont des fonctions des nf, de sorte 
que nous pourrons considerer S* comme dependant de n con- 
stantes arbitraires 

■••7 

De quelle maniere les fonctions dependent-elles de ces con- 
stantes? Chaque terme de contient en facteur le sinus ou le 
cosinus d’un angle de la forme 

(les p entiers) 

et le coefficient de ce sinus ou de ce cosinus est ^gal a une fonction 
holomorphe des divis^e par un produit de facleurs de la forme 

^2/20 -t-. . (les q entiers). 

Ce sont des facleurs que Ton appelle les petits diviseurs. 

En raisonnant comme nous I’avons fait au n“ 201, on verrail 
qu’aucun des termes de S; ne peut contenir plus de — i petits 
diviseurs au d^nominateur. 

Si 1 un de ces petits diviseurs, par exemple 

TUaTig-f-. . .4- 

etait tr^s petit, la convergence de la sdrie S* deviendrait illusoire; 
remplaqons alors comme au n“ 202 les constantes d’intdgration n* 
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par divers developpements procedant non plus suivant les puis- 
sances de p, mais suivant celles de soit, par exemple, 

(^) = a? -h 

Je suppose que 

miaj-h maag-H. ..H- 7 ?inaf^ = o, 

II en r^sultera que le d^veloppement de 

commencera par un terme en y/fji. 

Soit alors 

N cos 

( 3 ) p 

im terme quelconque de S^, ou P repr^sente le produit des pelits 
diviseiu's. 

Alors N et P seront d^veloppables suivant les puissances crois- 
santes de \/[f. et Fexposant de \k dans le premier terme du d^ve- 
loppement de P sera au plus ^gal a /? — 

II r^sulle de la que S*, apres qu’on y a substitu6, k la place 
des leurs valeurs ( 2 ), est d^veloppable suivant les puissances 
positives de \/[JL. 

Soit alors 

(4) + 

ce developpement; il est clair que les divers developpements (4) 
que Fon peut ainsi obtenir ne different pas des developpements 
qui ont fait Fobjet de ce Chapitre et que nous avons appris k 
former dans les n®® 204 k 207. fitudions, en particulier, les pre- 
miers termes Sy et S^ . 

On trouvera 

S'o = SJ = . .-4- 

Les ic? sont des constantes; ces constantes sont elles-memes 
des functions connues des et dans Sq il faut y remplacer les n® 
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par les a", piiisque, pour p = o, le ddveloppement ( 2 ) de se 
reduit k son premier terme, c’est-a-dire k a°. 

On troiivera d’aiitre part 


ou 




(5) 


^ dxf , 


Les dtant des fonctions connues des il ca sera de m^me 
de leurs d^rh^es et Ton devra y remplacer les nl par les a^. 

Quant k U, i) s’obtient de la mani^re suivanle. 

Prenons dans SjJ tons les termes de la forme (3) ori le denomi- 
naleur P contiendra le petit diviseur 

;?ll 71? -h 7^2 Tig -i-. • . -h r>lfi n% 


a la puissance 2 /? — 1 . 

Remplagons dans le num^rateur N les n\ par les aj el dans le 
denominateur remplagons 

(6) TM-l/iJ-H 7W2/i|-h. 


par 

(7) 7nia}-hm2o:|-+-...-i-7n»a/^ = Y> 

ce terme deviendra 

ou No est ce que devient N quand on y remplace les par les a^, 

Op^rons de mime pour tous les lermes de qui contiennent 
le petit diviseur (6) k la puissance 2 p — 1 et soil 

' ^%p—i 

la somme de tous les termes de la forme (8) ainsi obtenus. 
Op^rons encore de mSme sur tontes les fonctions S*, S*, . . 
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ce qui nous donnera siiccessivemenl 


On aura alors 






Si nous snpposons main tenant que Phypo these (9) du 204 
soil satisfaite, nous devrons avoir 


17}/^ rtt^ iiXfi 

En combinant ces relations avec (5) et avec (7), on peut dcrire 

Al 6tant un coefficient facile k calculer, dependant des entiers 
et des derivees 

dul 

On en tire 


(9) 


dS\ 

dyi 


Ay + 


T ^ 

T 


£ ^ 
Ts dji 


etPon en conclut que le carr^ du second membre de I’equation (9), 
qui doit comme ce second membre lui-m^me proc^der suivant les 
puissances decroissantes de y, se r^duira a ses deux premiers termes 


/7TI 

mi A 


II en r^sulte une s6rie d’identit^s 


2 /Til A -= h 

dyi 



0, 


ami A 


dyt 




qui, ind^pendamment m6me des applications en vue desquelles 
ce Chapitre est ^crit, sont des propridt^s curieuses et inattendues 
du developpement (i). 
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Divergence des series. 


212. Les series que nous avons obtenues dans ce Chapilre 
sont divergentes au m^me litre que celles de MM. Newcomb et 
Lindsledt. 

Consid^rons en effet une des series S definies au n® 204. Cette 
serie dependra d’un certain nombre de constantes arbitraires. 
Nous avons en premier lieu 

•^ 1 ? *^ 2 ? •••> 

Ces constantes sont li6es entre elles par la relation 
minl + minl-h. nianf^z^o. 

Supposons, coname dans les n''‘‘ 20S et suivants, 


mi = I, 7n2 = 77^3=. 




nous avons vu que cela etait toujours permis; notre relation 
deviendra 

0 ^0 

Cette Equation pourra ^trc r^solue par rapport ce qui donnera 
(i) ^i==?(^S,^S, 

de plus ces n constantes sont li^es a Co par la relation 
Fo(^J, a?o)= Co. 

Nous avons ensuite, outre Co, 

C2, G4, Cfi, .... 


Nous avons enfin 


otlj Ksj • • • > 


nP 

• ? */l5 


Mais nouspouvons, sans restreindre la g^n^ralitd, supposer que 
ces quaniitds sont li^es entre elles par les relations ( 9 ) et ( 10 ) du 
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204, ou mieux encore nous pouvons, sans restreindre la 
ralit^, supposer qne loules ces quantiles a/ et af sont nulles. 

Les constantes C 4 , Cg, ... sont liees par certaines relations 
aux arbitraires et a^. Si Ton suppose done que les a/ et les af 
sont nulles, Cr,, Ce, ... deviennent des fonctlons enti^renaent 
d^terminees des et de Ga* 

T1 nous reste done en tout n arbitraires 

^2) C 2 , 

puisque est Hd aux autres x\ par une relation. 

Gonsiderons inaintenant les relations 


(^) 


dy 


dS 

dy 




dS 

dyti 


Les seconds membres sont des fonctions de 


yi'i y%^ •••> y ni ^ 2 * 

R 6 solvons alors les Equations (2) par rapport k 


il viendra 






(3) 


^ = ^/uyuyzi ••*,/») 3, ...n), 

( G2 = 0(a7i, 072, 07„, JK1,72, 


Si les ste’es S ^taient convergentes, les i};,- et 9 seraient des inte- 
grales des Equations diff^rentielles. 

Voyons quelle en serait la forme. 

PlaQons-nous d’abord dans le cas du n° 204 et supposons par 
consequent que Co soit plus grand que le maximum de [Fi] ; il en 
resulte que 


\/G2-[Fi], 


\/C2-LFiJ’ 


seront des fonctions holomorphes de C^, jo? • • •*. pour 
toutes les valeurs reelles des^i et pour les valeurs de G 2 voisines 
de celle que Ton considere. 

Nous avons suppose dans ce qui precede que F est une fonction 
holomorpbe des Xi et des jkz pour loutes les valeurs reelles des 
et pour les valeurs des Xi voisines des x^. 
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De plus, la d^rivee seconde de Fo par rapport a ne sera pas 
nulle en general, de sorte qiie sera une fonction holomorphc 
des autres . 

II r^sulte de tout cela que les seront des fonctions holo- 

morphes pour toutes les valeurs reelles des yt et pour les valeurs 
de 

C2 

voisines de celles que I’on considere. 

Soient done 

Xij X3, Xrt, Y 

des valeurs de ces constantes voisines de celles que Ton considere. 
Posons 

Xi = ©(Xs, X3, . . X/i). 

Les deux membres des equations (2) vont ^Lre d^veloppables 
suivant les puissances de 

\/jI, X[ — Xi, X2, .... Xn, X/i, xf Xi, X^ — X2, 

Xn — X/i, C2 — Y j 


et suivant les sinus et cosinus des multiples des yi, 

Mais, avantd’appliquer le th^or^me du n° 30 aux Equations (2), 
nous allons transformer Tune de ces Equations. A celeflet, posons 

Xi == cp( 5 :’ 2 , Xi, . .., Xn)-\- 

Alors la premiere Equation (2) devient 
<s{aii, Xi, a:„) + /jla;', = (p(a?o, a;“)+ /jl -y-i + |j, ^ 

dyx 

ou, en tenant compte des aulres ^uations (2), 



Or nous savons que ^ sont nuls, ce qui veul 
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dire que les differences 



(i> 0 » 


et par consequent la difference 



sont divisibles par p.. Je ptiis done poser 


d’ou 


<p( 


dS (5?S dS 

dyt’ dyi’ ■ ■ ■’ ^ 
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( 4 ) 


t^Si 

dyi 


H/il- 


dyi 


v/?- 


dji 


Adjoignons a cette Equation ( 4 ) les n — i dernieres equa- 
tions (2). Nous aurons ainsi un systeme de n equations dontles 
deux membres seront developpables suivant les puissances de 

v/(I, x\, 4^2 — Aa, Xa—'kny ^2 — ^ 2 , Gg — Y 


et suivant les sinus et cosinus des multiples des 
Pour p = 0, ce systeme se reduit a 




= -T - ? 


dyi 


Xi = irj. 


II faut done demontrer que, pour 

= 0 } 5 "/ = Xi “ 

le determinant fonclionnel des a:" — xi et de ^ — x\ par rapport 

aux a;" el a Cj ne s’annule pas. Or ce determinant se r^duil a la 
dS 

derivee de ^ par rapport k C2 ou, si 
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II n’est done pas nul et Je th^or^me du n° 30 esl applicable ; si 
done nos series dlaient conver^enlesj nos Equations diffcrenLielles 
admettraient n int^grales A/ et 6 uniformes par rapporl aux x el 
aux et p^riodiques par rapport aux y. Or cela est impossible. 
Done les series divergent. <!* f’- n. 

Le m^me resultat subsiste dans le cas de la libration; pour s’en 
eonvaincre, on n’a qu’a se rappeler qu^au 206 nous avons 
ratnene nos equations, par un changement de variables conve- 
nable, a la forme des Equations du n° 134. En raisonnant comme 
au Chapitre XIII, on montrerait done encore qiie la convergence 
des series entrainerait Fexistence d’integrales nniformes, contrai- 
rement an tbdoreme du Chapitre V. 

M^me dans le cas limite, les series sont encore divergentes, 
mais je ne pourrai le demontrer rigoiireusement que plus loin. 

On peut se demander par quel m^canisme, pour ainsi dire, les 
lermes de ces series sent susceptibles de croitre de fagon a empe- 
cher la convergence. 

Dans le cas pardculier oii il n’y a que deux degres de libcrlc, 
il ne s’introduit pas de petits diviseurs. 

En effet, les Equations que I’on a a int^grer sonl alors de I’une 
des deux formes 






dyi dyi 


et les seals diviseurs qui s’introduisenl, njnio et ~ » ne sonl pas 
tres petits. 

En revanche on a a eflFectuer des diCf^renlialions el, en dilfd- 
rentiant un terme contenanl le cosinus ou le sinus de 


p\y\-^p%y\ 

on introduit en multiplicateur un des entiers pt qui peut 6tre trfis 
grand. 

Ge qui emptehe la convergence, ce n’est done pas la presence 
de petits diviseurs s’introduisant par I’int^gration, mais celle de 
grands multiplicateurs s’introduisant par la differentiation. 

On peut aussi presenter la chose d’une autre maniere. 
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On a, dans le cas du n° 125 el s’il n’y a qiie deux degr^s de 
liberLe, de petits diviseurs de la forme 


nil -h ; 

remplaQOns-v /ij el par des d^veloppements analogues aux 
developpements ( 2 ) dii niim^ro precedent. Soit, par exemple, 

nj = a2, nj = v^. 

Nos pelits diviseurs deviendront 

m^oti -h niiOL I /?■ 

L expression 

I 

TWa -H m i «! 

j>eut se developper suivant les puissances de el I’on Irouve 


(5) 


T 

ma ag 


-f- s/^ 


{f>ha^y 




Aucun des termes de ce developpement ne conlient an denomi- 
nateur un Ir^s petit diviseur; car moa^ n’est jamais tr^s petit. 

11 est clair pourlant que, quelqiie petit qiie soil p, on pouri'a 
trouver des nombres entiers lUi et m 2 Lels que 




et tels par consequent que le ddveloppement (5) diverge. On 
s’cxplique done comment, en substiUiant, conime je Tai fait au 
iiumero precedent, a la place des moyens moiivements leurs 
ddveloppements ( 2 ) et ordonnant ensuite suivant les puissances 
de \/[JL, on arrive a des series divergentes. 

On rapprochera ce que je viens de dire de ce que j’ai dit 
aux n^’ 109 et suivants. 
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213. Dans le Chapitre precedent, nous avons monlre commenl 
on pouvait construire la fonclion b j pour en dcduire les coordon- 
n^es en fonctions du temps, il siiffit d’appliquer la metliode do 
Jacobi. 

Supposons, pour simplifier un peu, que Ten tier que nous avons 
appel^ soil 6 gal a i et que les autres entiers /n/ soient nuls; 
c’est ce que nous avons fait dans les 205 el 206, et nous savons 
qu’on peut ramener le cas general k ce cas parlicuHer par Ic chan- 
gement de variables (3) de la page SSg. 

La function S, definiedans les n°®204 et suivants, depend dcs n 
variables yi] elle contient de plus n conslantes arbitraircs ^!J, 
x\^ . . vT® et C 2 ; d^autres constanles pourraient sintroduirc dans 
nos calculs; a savoir les C;,, les af ; mais nous supposerons : 

Que x\ est lie aux autres par la relation (4) de la page 344 ? 

2 ° Que les af satisfont a la condition ( 10 ) de la page 849 ; 

3° Que les sont exprim^s d’une manifire quclconque, d’ail- 
leurs arbitraire jusqu’a nouvel ordre, en fonctions des autres con- 
slantes. 

Ainsi S sera fonction de 


Posons alors 


(0 


...» 

yn.-, Cs, 

»3, a:». 

dS 

dS 

dS 

" dyr 



= 1 , 2 , 

• • • j ^ » K =: 2, 

n). 


On tirera de 1^ les Xi et les yi en fonctions des (v, des x\ e 
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de Co, et si, dans les expressions ainsi obtenues, on considere 
les xl et les Co comine conslantes arbitraires et les iv comine des 
fonctions lineaires dii temps, on aura les coordonnees et yi 
cxprimees en fonctions du temps. C’est ce qiie nous apprend le 
ilieoreme du 3. 

Mais il esL preferable de modifier tin peu la forme des Equa- 
tions (i) et d’Ecrire 

/V dS . dS . dS 

les 0 Etant des fonctions arbitraires Ca et des 
II est clair que si Ton reinplace les Equations (i) par les equa- 
tions ( 2 ), les tv resteront des fonctions lineaires du temps; car les 6 
ne dependant que de C 2 et des x\ seront des conslantes. 

Voici d’ailleiirs [’usage que jeferai deces fonctions arbitraires 6; 
jc les clioisirai de telle sorle que les les oosyt et les sinjK/ 
soient des fonctions perlodiqiies des (v de periode stu. 

dS 

Pla^ons-nons d’abord dans le premier cas, celui ou ^ est tou- 

jonrs reel et ne s’annule jamais et voyons quelle est la forme des 
series ainsi obtenues. 

^/S 

Dans ce cas, les ^ sont des fonctions des y pEriodiques et 
de periode air; qnanl a S, e’est une fonction de la forme suivanle 

S = S'-t- P2JK2 “H* • ^nym 

elant unc fonction pEriodiqiie des y et les |3 Etant des fonctions 
de Co et des 

De plus, S' et les ^ sont developpables suivant les puissances 
(le y/p. 

Comme, d’apr^s les bjpolb^ses faitessnrles enliers mi, les con- 
ditions ( 10 ) de la page 349 r^duisent a 

af = 0 (i = 2, 3 , ...j 71), 


on aura Loiitsimplement 
H. P. - 11. 
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Si Ton developpe Pi suivant ies puissances cle le premier 
terme se rdduil de m^me k icj. 

Je veux que qnand 

Wij Wij (Vfi 

se changent en 

-f 2/^1 'i:, ..., (P/H- 

Ies A-f etant des entiers, les Xi et lesjK/ se changent en 
X, et y, -+-2X;TC. 

J’obliendrai ce r^stiltal en faisant 


, -ill. 6/-^ 


II en resulteque 8, etles 0i sont d^veloppables suivanl Ics puis- 
sances de y/jl. Pour [ji. = o, se reduil 4 or x] esl lie aux 
autres x\ par la relation (4) de la page 344 ^1*1’; dans le cas qui 
nous occupe, se reduit k 

«J = o. 


Done, pour p. = o, 9| et 8* se reduisent i 


ft _ 1 _ „ 


0a = 


dx\ 


Des equations ( 2 ) on tirera alors les puis les Xi sous la forme 
de fonctions des des x\^ de Ca et de [x ddveloppables suivanl 
les puissances dey/[JL; pour [Ji = o, la premiere etla troisieme equa- 
tion ( 2 ) deviennent 

0 dx\ 


quant k la seconde, elle se r^duirait a 0 = 0 ; mais, si on la divise 
par\/jl et qu’on fasse ensuite [x = o, elie devient 

6' s/^ etant le premier terme du d^veloppement de 9|. Si nous 
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reprcnons les notations da Chapitre precedent, nous pouvons 
ecrire 


O'l «’i = 



A 


dyi = 


T r dyx 


Le second membre peut se d^velopper sous la forme suivantc 


Y 4tanl tine constante dependant de Co et des et A une fonction 
p^riodique. 

Nous determinerons 0' conform^menl ala convention faite plus 
liaut cn faisant 

d’ou 

D’aulre part, il vicnt 

d^vi __ T t t 

‘ d}'i 

Comme ^ est toujonrs de m^me signe, sera toujours 

positif, dc sorte que <,Vi sera tine fonction dej^i toujours crois- 
sante et qui augmente de quandJ?''^ augmente de 2 tz, 

11 en r^sulte inversement que est une fonction de toujours 
croissante et qui augmente de 27u quand^i augmente de 2 tz, 
Nous pouvons done Ecrire 


Y] etantune fonction de de p^riode 2 tz, 

Si done nous ne supposons plus p = 0 , les premiers termes du 
d^veloppement de 

yu yk 

seront respectivemenl 

0 dw\ 

Les termes suivants seront p^riodiques par rapport aux <p, de 
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sorte qiie Ics Xi et les 7* — (t'i seront des fonclions pdriodiqucs 
des (Vi. 

Nous avoQS vu que les fp doivenl clre des fonclions lincaircs du 
temps de sorle que 

fVl = 7t; ^ H- W/, 

les TU4 4tant des constantes d’inL^gration arbilraircs. 

II nous reste a determiner les /?/. 

Pour cela reprenons Pequalion (2) de la page 343 ; le second 
membre C est egal a 

G = Go “h C2 [J. -h Gft 4- . . . . 

Co est une fonclion des Gj, C©, . . . sont des fonclions dc Co 
el des^^ que nous avons choisies arbitrairemcni, mais une fois 
pour loutes. 

II en r^sulle que C est une fonction de nos conslanles C^ eUtrJJ. 
Maintenant la mdthode de Jacobi nous apprend que I’on a 

ft 

Comme les 9 et C sont donnas en fonclions de G2 et des cos 
equations nous donneront les n,* en fonctions dc ces m^incs 
variables. 

J’observe d’abord que C et les 6 dtant ddveloppables suivant les 
puissances de il doit en etre de m^me des ;?/. 

Le premier terme du d^veloppemcnt de Bj est yy/pt; le premier 

dC 

lerme du ddveloppement de est pi; le premier icrnie du devc- 
loppement de rti sera 



de sorte que/i| s’annule pour comme on devaits’y attendre; 

au contraire, pour pi = o, la .seconde Equation (3) nous donne 





Le premier terme du d^veloppement de est done 
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Cas de la libration. 


214 . Passons au second cas, celui ou peut s’annuler eln’cst 
pas loujours reel. 

Voyons d’abord, ce qui nous sera d’ailleurs surtout utile dans 
le numero suivant, quelle est alors la forme de la fonction S; je 
dis que les deriv^es 

dSp dSp dSp 

’dyi’ 'dyl' ^ 

seront de la forme 


(a) 



A cos, 
TrfSA? sin 

U/J 


P2: Pz * ^ Pn ^lant des entiers et A une fonction p^riodique 
dc^, ne devenanl pas infinie. 

11 csL clair d’abord : 

Quo la somme oule produitde deux fonctions de la forme (a) 
sera encore de la forme (a); 

a® Que la deriv^e d’une fonction de la forme (a) soit par rap- 
port k yij soit par rapport 3^^25/39 • •• oi\yn7 sera encore de la 
forme (a). 

Siipposons done que les d^dvdes 


Hyi' dyi dyt 


soient toules de la forme (a) el chercbons d^montrer qu’il en 
sera encore de meme des 

En effet, CCS derivees nous seront donnees par une Equation de 
la forme 


(P) 


A = n 
2 ”* 


*=s 


0 

' dyk 



$ dtani unc combinaison de fonctions de la forme (a) sera encore 
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de la m^me forme. On d^duira de ceUe equation 


dS p dSp 

dy% dy% ’ 


dy^' 


S/) — [S/j]) 


el Ton veil que loutes ces fonclions sonl de la forme («). 
11 vient ensuite 


S/il d%p 

dy, dy 


d\S ^ 

[<l>] ^tant de la forme (a); il en. sera de m^me dc et par 

•, dSn 

consequent de ~ • c. q. f. d. 


Malgr^ la complication de la forme de S, on pourraiL former 
directement les dqualions (a) du num^ro precedent et cn drer 
les a: et lesjK fonctions des (P] mais il est plus simple d’opercr 
autrement. 

Nous avons vu en effet au 206 qu’en faisant im changcmenl 
de variables et en passant des variables Xi et// aux variables 
Vi, et^Aj on arrive a des Equations qui sont tout a fait de m^mc 
forme que celles dun° 134. Les conclusions dc ce numt^ro sonl 
done applicables, ainsi que tout ce que nous avons dit dans les 
Chapitres XIV etXV au sujet du probleme du n® 134. 

Il en resulte qu’on peut rdsoudre ces Equations en dgalanl lUj 
les x[ et Zi k des fonctions de n constantes d’int^ratlon et dc it 
fonctions lindaires du temps 


<Vi, <^2, ..., JF/z. 

Et cela de telle sorte que 

Ml, Vi—Wi, sc'k ct Zk’-Wk 

soienl fonctions pdriodiques des w, developpables d’ailleurs sui- 
vant les puissances de \/jx. 

Revenant ensuite aux variables primitives nous voyons que 

I 

n et yk—Wk, (A>I) 
sont fonctions pdriodiques ties w. 
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On aura d’ailleurs 


W/ = Til V-h Wi, 


4oi 


les TiSi ^tant des constantes d’integraUon et les rti ^tant develop- 
pables suivant les puissances de y/pi. 

Le premier terme du developpement de nt esL n^^ eL conime n\ 
esL nul, le developpement de commence par im terme en \/jI. 

Toutes ces s(5ries se dMuisent de la fonction V definie au 
n® 206. 

Cette fonction V depend elle-m^me des variables de la deiixieme 
s^rie 


^2j 


et en outre de n constantes d’int^gration 

Xi, X2, X3, X,i, 


et cela de telle sorte que 


V ““ X^ — X2'32 X 3 -53 ■ — • . . X;i S/i 


soit une fonction p^riodique de et des 

On irouvera ensuite les variables Z4|, et en fonctions 

des X et des w k Faide des equations 


(4) 




dVi ’ 





dkf' 


La mani^re de d^duire les Equations (4) des Equations ( 2 ) dii 
num^ro pr^c^dent est assez compliqu^e pour que j’y insiste un peu. 
Nous avons 

dY = Ml H- S dzjc 2 ^X^. 


II demeure convenu que Findice k varie de 2 a n et Findlce i 
de J k n» 

D’autre part, 

dH dyi -i- /p. 2 ztdtdi^ 

et 

VxdUi = Zidx[y 

d’oili 

d^ = 'Zccidyi-^ \/ \i'S,Zkdx'fc+ \/ ^Viduy. 
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Si nous posons 

(5) S =: V /[JiH- T — Wif-’i), 

il vieadra, par un calcul facile, 

— dyi 

de sorteque, si nous exprimons Sen fonction desy/ cL dcs)v/, nous 
aarons 

r/S r 

( 6 ) r, = ^, 

Ces cliangements continuels de variables pouvaiU engendrer 
quelqiie confusion, j’insiste un pen : 

V est exprime en fonction de Zkj h- 
T est exprime en fonction de yi^ 

S est exprimd en fonction de \i el jq*. 

Nous avons done 6 n variables, a savoir 

yiy ^1} ^k) ^ki 

Mais ces variables ^tant li^es par les 4 ^ relations 
dT clT <n 

dV , dV 

II n’y a en realite qae 2 n variables independantes, ce qiii nous 
permel d'exprlmer chaciine de nos fonctions S, V, T par lo moyen 
de 2/1 variables convenablement choisies. 

La fonction V jouit de la propriety caraclerislique suivante : 
Qiiand Pun des Zk augmente dc 21:, les autres variables z 
et \ ne changent pas, V augmente de 2 Tzkk* 

Nous savons en effet qae les d^riv^es de V par rapport a et 
aux Zk sont period! ques par rapport k ces variables. 

Or quand Zk se change ainsi en Zk-\-2T:, les aulres z, el X ne 
changent pas; qu’arrive-t-il? 

Les d 6 riv(^es de V ^tant p^riodiques, ainsi que je viens de le 
dire, Ui et les x’j^ ne changeront pas. 
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Pour voir ce que deviendront les nous nous servirons des 
equations 




dx'i ■ 




d'J_ 

dui 


Ces equations, qui ne soiU autre chose que les equations (i6) du 
n'^ 206, montrent que, si Zk angmenle de 27c, augmente de 27:, 
pendant que les autres^''^ ne changent pas. 

Dans les m^ines conditions T augmente de 
Zkx\ augmente de 271 ^)-, et par consequent S de 


II resulte de la que les derivees de S par rapport aux y sont 
periodiques par rapport • • • > JK/z* 

La fonctioii S definie par I’equation (5) jouit done de la pro- 
prietc caract^ristique des fonctions 6tudiees aux n°® 204, 205 
CL 207. 

Ellc en differe toutefois par un point important. 

La fonclion S du niunt5ro precedent depend non seulement des 
variables mais de n constantes 


^21 ^ 3 ) •••’ ^ 2 * 

D’ailleurs I’analjse des n‘’® 204 et 205 prouve que Ton pent en 
deduire tonics les fonctions S dont les derivees sont periodiques, 
cn remplacant ces n constantes par des fonctions arbitraires de n 
autres constantes. 

La fonction S dcfinic par I’equation (5) depend des variables 
des n constantes Xs niais elle depend en outre des constantes 
car les figurent dans la fonction T et, par consequent, dans le 
changement dc variables du n® 206; seulemenf dans le n® 206, 
ainsi que dans Ic calcul qui precede, nous avons iraiteles comme 
des constantes absolucs; e’est pour cette raison que les differen- 
tiolles dki figurent dans Texpression de <iV, tandis que les diffe- 
rentielles dx] n’y figurent pas. 

J’obscrvc cn outre que, quand/^ augmente de 27r, la fonction S 
du numdro precedent augmente de ^%xl, landis que celle qui esl 
definie par Tequation (5) augmente de 27c(^^ + y/piXyt)- 

J’en conclus que Ton obtiendra la fonction S deduite de Tequa- 
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lion (5) en remplagant dans celle dii num^ro precMent les con- 
stantes par constante C2 par une cerlainc 

fonction 

Cp(a?§, *^3} • • • j *^>47 ^2; ^' 3 ? * • *•' A«). 

Gomparons maintenanl les Equations (a) et les Equations (6). On 
trouve 

do 

d^i cLQi^ 

dS dS d(f> /- dS 


d’oii, en tenant compte des Equations (2) et (6). 


IVi/il = 61 (Vj 


d’oil 




• (^i), 



On passera done des Equations (a) aux Equations (6) en rem- 
plagant les C2 par xl 4- el ^ et les 9 par leurs valeurs ( 7 ). 


Gas limite. 

215 . Passons enfin an cas limite, celui 0^ C2 est ^gal au maxi- 
mum de [F^]. 

J’observe d’abord que nous pouvons toujours supposer que, pour 
rn = a?/ = jKi = o, 

on a 

"" ” dyi ~ dxx 

et que, par consequent, le developpement de suivant 

les puissances de des a?/et de/^ ne contient ni terme de degre 
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zdro, ni d^autre terme du premier degr^ que des tcrmes en 

, Xn* 

Si, en efTel, cela n’etalt pas, on ferait le changement de variables 
des 208 el 210 et on serait ramen^ au cas ou cetLe supposition 
esL vraie. 

II r^snlte de la que, si Ton donne aux constantes arbitraires les 
valeurs suivantes 

a7^ = fl?5 = . . .= = o (d’ou a?} = Go = o), 

G 2 = G»^ = . . . = Go = 0, 

on se troiive pr^cisdment dans le cas limite et que la foncLion S 
cst lelle que les ont un zero simple et les {i > i) un z^ro 

double poury^ = 0. 11 siiffit pour s’en convaincre de se rappeler 
que, dans le calcul des 208 el210, on est conduit apres le chan- 
gement de variables k des Equations tout a fait analogues aux 
Equations (3) du 204 et qui n’en different que parce que les 
lettrcs y sont accentu^es et que les constantes Cp sont toutes 
Jiulles {Cf. p. 371). 

Donnons maintenant aux constantes x^, d’autres 

valeurs voisines de 0. On pourra encore clioisir C2, C^, Cc, • . 
dc telle fa^on que C2 soit egal au maximum de [F^] et que, les 
conditions (28) du n'^207 6tant remplies, les fonctions S^, S2, . . 
restent fmies. 

Les valeurs de C2, C^, Co, . . • qui satisfont a ces conditions 
seront des fonctions holomorphes de x^, ^3, . . . , de sorte que 

G/J = Cp/-»(^2> 

Ces fonctions, d’apr^s ce que nous venons de voir, devront s’an- 
nuler pour 

= arj = . . . = =: 0. 

Nous avons ainsi d^fini une fonction S dependant de n — i con- 
stantes arbitraires 

/ytO /y»0 mO 

*^3? •••> 

Cette fonction est de la forme 


( 8 ) 


S = Pi/i-+a?S7s + ir?rs+--- + a'«7:+S', 
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^tant une constante el S' etant d^veloppable suivanL les sinus 
et les coslnus lies multiples de 

72 , 73> /«• 

Cette fonction esl d’ailleurs holomorphe par rapport aux rjj el, 
quand on y fait 

^2 ~ — . . * = — e, 

dS 

la deriv^e ^ admet iin zero simple pour/i = 0 et les autres dcri- 
ciS 

v^es -7— admettent un zero double. 
dyi 

Pour obtenir une fonction S dependant de ii constanlcs ax'bi- 
traii'es, je ferai 

Go = cpo(ar2, 

G2 = X ■+• ‘p2(i2?2? • • ^/i)j 

G{| = 94 (^ 2 > 

C6=^6(^i, .“t 


J’aurai ainsi une fonction S contenant les n constanlcs 
X, ajo. x%. 

D’apr^s ce que nous avons vu au commencement du numcro 
precedent, les derivees de cette fonction S seront de la forme (a). 

Mais il y a plus; soil 

A cos . 

sin(i’sr2 +/’373 +• • 

U/J 

un terme d’une de ces d^riv6es mises sous la forme (a); jc dis quc 
le num^rateur A. ne depend pas de X. 

Cela tient k ce que les constantes C^, Go, . . . ne dependent pas 
de L 

Pour d^inontrer le point en question, convenons, pour abrdger 
lelangage, dedire qu’une expression est de la forme (a^)lorsqu’elle 
est de la forme (a) et que de plus les num4ratears A sont indc- 
pendants de X. 




Supposons que 


SERIES DE M. BOHLIN. 


407 


dyi ’ dyi ’ 


dSp~\ 

dy, 


soient de la forme (a'), je dis qu’Jl en sera de meme de —7* 

En cffet, dans Tequalion (P) du numero pr^c^dent, le second 
membre sera de la forme (a') : il en sera done encore de m^me de 


cl5p 

dys’ dy,’ 


i’ 


Je dis qu’il en sera encore de mime de 




d\^p] 


dyi dyi 


e’est-a-dire que la derivee par rappoi'L ay^ d’une expression de la 
forme (a') sera encore de la forme (a^). Soit, en effet, 

\dyi/ sin' 

cettc expression oCi j’ai mis co pour abr^ger a Ja place de 
^’ 2 / 2 + i-Payn- 

Sa d6rlv4e est 

, . \;\ dX /dSi\-<icos, . q i d /a^SAs /<fS|\-7-2cos 

dX 

Si A csl indIpendant de \ il en sera de mime de D’autre 
pari, ( ^^^est egal, k nn facteur constant pres, a 

X -{- 02 — [Fi]. 


Sa derivee 


d /dSty 
dyt \dyi) 


ost done indlpendante de \ de sorte que I’expression (9) est de 
la forme (a'). c. q. f. n. 

Alors dans Tlquation (y) du numiro prlcldent, le second 
membre est de la forme (a'). Il en est done de mime de 
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La fonction S va done 4 Lre de la forme 


{10) 



1 4- 4- 4-. . . 4- 37, 


Quand dans cette expression on annule les constantes 

I, Xl, 3-S, . 37, «, 


A admet un z6ro d’oi'dre <7 + 2 et A) un z^ro d ordre y d- 1 

f/S 

pour = 0; cela est n^cessaire pour qae ail un zero double 
et un z^ro simple. 

. . . 

Cela pose, nous aliens avoir a envisager les Equations suivantes, 
analogues aux equations (2) 


(2 bis) 


dS 

^/== — ’ 
dyi 

A 


d^l 


h w’i = 


Dans ces expressions on devra, apj'es la diff hentiation ^ fairc 


X = = 0. 

Mais on peut aussi, meme avant la differentiation , fairc 
X = = 0 

dans la premiere ^uation (2 bis), 
dans la seconde, 

X = 0 

dans la troisi^me. 

L’essentiel est de ne pas annuler avant la diff^renli alien la 
variable par rapport d laguelle on diffirentie. 

La premiere Equation (2 bis) nous apprend que les cci sont ddve- 
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loppables suivanL les sinus et les cosinus des multiples de 


Vi 

J'2: •••• J^n- 


Consid^rons maintenant la troisi^me Equation (2 i?cs); si I’on y 
fait 7 v = o, on voit que S esL de la forme ( 8 ) et en differentiant 
I’^qiiation ( 8 ), on trouve 


r/S dQi dS' 

d’ou 


(n) 


a’i 6 /, ■ 




dS' 




Le dernier terme du second membre est developpable suivant 
les sinus et les cosinus des multiples de 


JK2, 7 - 3 , 7/*- 

Passons a la deiixi^me Equation (2 l?is) ; pour avoir ^ je diffe- 
rcntic I’c^ualion (10) apr^s avoir fait = 0. 

11 vient alors 

(D (ilant une consLante); car fs devient nul. 

On a done 


{J2) 


dS __ /dSA-df-^cos 

jLi \dyi) sin 


(CO) 


-72 -i-fe) 


Nous ferons aprd‘s la difTc^rentiation 7v = o; alors, pour ^',= 0 , 

JO 

admet un z4ro simple, A un z4ro d’ordre ^ et A, un z^ro 

rf/i ^ ’ 

d’ordre y + i . 

II en r^sulte que le premier terme du second membre de (12) 
resie fini, mais que dans le second terme la quantity sous le 

signe f admet uninfini simple pour = 2^71, de sortequ’on peut 



4io 

la mettre sons la forme 
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f{j\) ^lant line fonction finie el pmodiqnc. 

L’intdgrale elle-meme devient done logarithmiqnemoni infini<» 
poxirjK, = 0 , = 2 7:, , . . ; je veiixdire qu’on pent la mellro souh 

la forme 

alogtang^ +4^, 

4 

A etant une fonction de qui reste finie pour Ionics Ics valcur.s 
deJK^ et a une conslanLe. 

On a done 

= a log tang Y 

Y etant une nouvelle constante et © une fonction dcvcloppcc siii- 
vant les sinus et les cosinns des multiples dc 

yi 

y^‘> •••’! yrn 


Oj == a log tang4^ -h ^ri ©. 

4 


II s’agitmaintenant de se servir des dquations (ii)et(i3) pour 
trouver lesjK en fonctions des <v. 

Les seconds membres de ces equations (ii) el (i3) dtant devc- 

loppables suivant les puissances de y/jl, cherchons los premiers 
termes du ddveloppement. 

Le terme inddpendant de y/p se reduit a zAto dans le second 
membre de (i3) et k 

dans le second membre de (i i). 

Quant au terme en il doit se r^duire dans (r i) el dans (i3) 
respecti Yemen t k 
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pour la premiere de ces quantiles je me bornerai a remarquer 
qu’elle depend seulement de et pas de jKa; Js? • • • ? yn- 
Quant a la seconde on trouve, en falsant, 

X = ayo = o, 

apr^s la differentiation 

_ 5 C 

d\ a j 

Cela pos6, considerons les seconds membres des equations (ii) 
et (i 3 ). 

Ce sont 71 fonctions de , yo) • • • j JKn 5 determinant fonc- 
tionnel A par rapport a j /2? • • • j JK/z est divisible par y/p; mais 
si on le divise par \/fI, puis qu’apres la division on fasse [ji = o, 
ce determinant fonclionnel se reduit a 

D 

Celle expression ne s’annule pour aucun systeme de valeiirs 
desjKj puisque n’est jamais infinl. 

Si done p est suffisamment petit, A ne s’annule pas. 

En revanche, A peut devenir infinl ; en eEFet, les seconds membres 
des equations (i i) et (i 3 ) deviennent infinis pour 

II resultc de que, quand on donnera ^72? JKs, • • • ? //i toutes 
les valeurs possibles et qu’on fera varierji de z^ro a 2Tr, A ne 
changera pas de signe. 

Nous prendrons pour simplifier 

61 = I, 0 ^ “ 0, 

de sorte que les Equations (i 1) et (i 3 ) s’^ciironl 

(n) 

(l3) «-i= ologlang^ + 771+ 0. 

V 


H. P. - II. 
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A cause de la presence du terme log-arithmique, quand jKi variera 
de zero a 2ir, variera de — oo a -f-oo. 

Done, quand, donnant aux toutes les valeurs possibles, on 
fera varier de z^ro a 27c, les (p prendront toules les valeurs 
possibles. De plus, dans ces conditions, nous avons vu que A ne 
change pas de signe. 

Done les j/* sont des fonctions uniformes des iv pour toules les 
valeurs r^elles des w. En effet, on peut, en pariant de (u) el 
de (i 3 ) et en appliquant le th^oreme du n° 30 , d^velopper les y 
suivant les puissances de 

(Vi — /ij, — 7*2, VPfi — hji', 

hii ^2, •• *^hn ^tantdes constanfces quelconques, puisque le deter- 
minant fonctionnel ne s’annule jamais. 

J’ajonte que 

sont des fonctions periodiques de 

(Vg, Wn'j 

et, en effet, quand yn augmente de 2 tc, jva augmente de 2u. La 
premiere Equation (2 bis) nous montre ensuite que les Xi sont 
aussi des fonctions uniformes des w periodiques par rapport k 

W2, (Vg, Wn- 

Quand tend vers ± 00, y^ tend vers z^ro on vers 2%; il faut 
voir ce que deviennent les Equations (i i) et (i 3 ) quand on y fail, 
par exemple, 

/l = 0 . 

L’equation (i 3 ) devient illusoire et Pequation (i i) s’^crit 

On tire de . . . , en fonctions des n — i arguments 

On voil sans peine que yj, — Wk est p 4 riodique par rapport 
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aux iV2) <^^3j • • • ) f^/2- Soit done 


7A-= ‘0>t((V2, <V3, ...» Wn)> 


Si dans la premiere equation (2 bis) nous faisons = 0, elle 
se rediiit a 


Xi = 0. 


Nous trouvons doncune solution particuli^re des Equations (2 bis) 
en faisant 


(14) a 7 i = ir/=7i = o, 

La signification de ces Equations (i 4 ) est 6 vidente. 

An n° 209 , nous avons trouv 6 une generalisation des solutions 
periodiques. Nous avons, en efFet, forme les relations invariantes 

/l=C) 

Gr^ice a Thypothese que nous avons faite au debut du present 
numero, ces relations invariantes se reduisent ici 


^i=7i = ^/ = o. 

Nous reconnaissons la les trois premieres equations (i 4 ). 

Ces quatre equations (i 4 ) nous fournissent done, sous une forme 
nouvelle, la generalisation des solutions periodiques. On voit que 
les yi etles/A — sont exprimes en fonetions periodiques 
de n — I arguments de la forme 

Wfg = -4“ TiJ/t* 

Dans le cas partieulier ou il n’y a que deux degres de liberte, 
il ne reste plus qu’un seul argument (^2- 

Alors iCi, et/2 — ^2 sont exprimes en fonetions perio- 

diques de (V2, et, par eonsequent, du temps. Nous retrouverons 
alors simplement les solutions periodiques telles qu’elles onl eie 
definies au Chapitre III. 

Une eonsequence remarquable, e’est que, s’il n’y a que deux 
degres de liberte, les developpements (i 4 ) sont convergenls^ 
tandis qu’ils n’ont de valeur qii’au point de vue du calcul formel 
si le nombre des degres de liberte est superieur a 2. 
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216. Examinons, en parliculier, ce qui se passe quand Wi esi, 
par exemple, negatif et tr^s grand; les valeurs correspondantes 
de seront tr^s petitesj le second membre de (i i) sera done deve- 
loppable suivant les puissances croissantes dey<. 

Quant k I’^qualion (i3), nous la transforincrons comme il suit 

(i3 bis) = tang-^ e ^ e^. 

Si a est positifj ainsi que je le suppose pour fixer les idees el 
si iVi est negatif et tres grand, I’exponentielle 

sera tres petite. Quant au second membre de (i3 bis) il est ddve- 
loppable suivanl les puissances de • 
ficrivons done nos equations sous la forme 

(II bis) 

IL* 

{ilbis) 

Les ^ seront d^veloppables suivant les puissances de jki et de y/p, 
et chacun des termes du d^veloppement sera p^riodique par rap- 
port a 

yii 73 , yn- 

Les deux membres des Equations (ii bis) el (i3 bis) peuvent 
done 4tre regard^s comme d^velopp^s suivant les puissances deyi , 

de et de 

Observons que a est d^veloppable suivanl les puissances de 
et soit 

ai/JI 

le premier terme du developpement. 

D’autre part, le premier terme du developpement de y et de 0 

sera-en \/p; de sorte que le developpement de ^ et de commen- 

cera par un terme independant de 
Si dans les equations (ii bis) et (i3 bis)^ nous fgisons p = o, 



elles deviennent 
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TVi dSj 

e« = 

Le determinant fonctionnel des seconds membres de ces equa- 
tions par rapport ^ 9 ? • • • ? J'n se reduit a r pour = 0. 

Cela va nous permettre d’appliquer le tbeoreme du n° 30 . 

II en rdsulle que, pour toutes les valeurs de 

(Vg, 

les y sont developpables suivant les puissances de y/fl et de 

W| 

Les coefficients des developpements sont des fonclions de 

<^2, tP3, Wn. 

Pour nous rcndre compte de la forme de ces fonctions, obser- 
vons que, quandy^t au^mente de arc, iVjk augmente de 2%, 

Nous conclurons que 

ri yh — ^k 

est developpable en series procedant suivant les puissances de 

y/JI CL e“, 

et dont les coefficients sont des fonctions periodiques de 


Wa, ^n- 

La premiere equation (a his') nous fait voir ensuite, immediate- 
men t, que les Xi sont developpables en series de la m^me forme. 

Si, au lieu de supposer negatif et tr^s grand, ety^ tr^s voisin 
dc zero, nous avions suppose Wk positif et tr^s grand et trfes 
voisinde 2tz, nous serious arrive au m^me resultat; seulement, au 
lieu de series procedant suivant les puissances de 
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nous aiirions eu des series procedant suivant les puissances de 

/[I et e . 

Revenons au cas oii est n^gatif et tr^s grand et tres voisin 
de z^ro, et supposons qu’il n j ait que deux degres de liberty. 

Nous n’avons plus alors que deux arguments 

(Vi el (Vg, 

Wi 

et nos series precedent suivant les puissances de \/jji et de et 
suivant les sinus et les cosinus des multiples de (Vg. Comme les 
arguments (Vi et tvg sont des fonctions lin^aires du temps^ nos 
series precedent suivant les puissances de \/[ji et d’une exponen- 
tielle dent I’expesant est propertionnel au temps, les ceefficients 
des divers lermes etant desfenctions p^riediques du temps. Elies 
ne difT^rent done pas des series qui onl ^t^ ^tudi^es dans le Cha- 
pitre VII et qui d^finissent les solutions asymptotiques, 

II r^sulte de la une consequence que le Chapitre VII met en 
evidence. 

Si les series restent ordonnees suivant les puissances de \/jI el 
de Pexponentielle, elles ne convergent pas, et n’ont de valeur qu’au 
point de vue du calcul forrael. Si on les ordonne par rapport aux 
puissances croissantes de I’exponentielle seule (en reunissant par 
consequent en un seul tons les termes qui contiennent une m^me 
puissance de I’exponentielle, mais des puissances diflf^rentes de [jl), 
elles deviennent comergentes. Si, au contraire, on faisait cette 
operation dans le cas ou il y a plus de deux degres de liberld, les 
series ne deviendraient pas convergentes. 


217. Au d^but du n° 215, j’ai fait certaines hypotheses au sujel 
de la function F ; j’ai suppose que Ton avail 


pour 


(fyi dyi dxi 




J’ai ajoute que, si la fonction F ne satisfait pas k ces conditions, 
il suffit de faire le changement de variables des n*"* 208 et 210. 
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Supposons done qne la fonction F ne satisfasse pas k ces con- 
ditions. Soient etj/^ les anciennes variables, faisons le change- 
gement de variables du n° 210 et soient et les nouvelles 
variables. On aura 


(0 




(C/.p.38i,) 

Avec les nouvelles variables, les conclusions des deux derniers 
num^ros sont applicables et, par consequent, 


JKi — tv/c 


peuvent se repr^senter par des series ordonnees suivantles puis- 
sances de et des cosinus et sinus des multiples de 


wj, Wa, ..., iVa 

et dont les coefficients sont des fonctions uniformes de Wi ; ces 
fonctions uniformes sont developpables suivant les puissances 

de si iVi est n^gatif et suffisamment grand et suivant celles 

de e “si est suffisamment grand. 

Des relations (i) qui lient les xi eiyi aux x'l et/'-, il est done 
permis de conclure que 


a?i, /I, 

sont encore diveloppables en siries de la m^me forme- 

La seule difference, e’est que pour (v^ = — oo, a:', x'j^ et /' se 
reduisent k o; tandis que x^^ x^ et/^ ne s’annulent pas. 

Quand on fait ^Vi = — oo, d’oili e “ = o, on trouve 

(a) a7i=cpi, Xk=<Pkj /l=?L yk—^k'^^fkt 

cp/ et ^p'- representant des series ordonndes suivant les puissances 
de y/jl et les lignes trigonometriques des multiples de 


(Vj, «P3, ..., 
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Ea ^liminant (V 2 , fVs, . - , <Vn entre les relations ( 2 ) on doit 
retrouver 

= 7l==?> = 


c’esL-a-dire les relations du n° 209. S’il n’y a que deux degr^s de 
liberty, les relations ( 2 ) repr^sentent tout simplement une solution 
p^riodique (C/. n® 208). 

Si nous faisons 


= + 00, d’ou e “ = 0 , 


il vient de meme 


= = air, 

Les series dtadiees dans ce Chapitre pourraient etre obtenues 
directement par des procddds analogues a ceux des Chapitres XIV 
et XV. Malgrdl’int^r4t que prdsenterait cette question, je ne puis 
m’y appesantir, cela m’entrainerait trop loin. Je me bornerai a 
rappeler que, par le changement de variables du n*^ 206, on cst 
ramend aa probl^me du n° 134, auqiiel les procddds des Cha- 
pitres XIV et XV sont directement applicables. 


Comparaison avec les series du n® 127. 

218. Nous avons vu au n® 211 comment les series des n®® 201 et 
suivants pouvaient se deduire de celles du n° 125. Je me propose 
de rechercher de m^me comment les series du present Chapitre 
peuvent se ddduire de celles du n° 127. 

Commengons d’abord par traiter le cas le plus simple, celui du 
n° 199. Dans ce cas, nos Equations peuvent s’dcrire (en supprimanl 
I’indice i devenu inutile) 

— {xcosy, 
dy 

/G — fjL cosjK 

207: d^signant la p^riode r^elle de Fint^grale du second membre. 
Ces Equations nous permetlent de calculer x et j^en fonctions de 
Targument (v, de la constante C et de pi. 

Si nous supposons d’abord que [jl soit tres petit par rapport ^ C, 
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nous pourrons developper suivant les puissances croissantes de [jl, 
eL nous obtiendrons les series du n° 127; si, au conlraire, C est 
comparable a p, nous poserons C’= C^ pi et nous retomberons sur 
les series etudl^es dans le present Chapllre. 

Voyons la chose d’un peu plus pres. Les equations (i) prouvent 
que cosj)/- el sin^r sont des fonciions doublement periodiques 
de ou ce qui revient au m^me de iv, Soient coj et ^02 les deux 
periodes (en consid^rant comme la variable ind^pendante). 
Par exemple, (l)^ sera ^gale a Pint^grale du second membre prise 
enlre o et 2 tc; et 0)2 sera egale a deux fois cetle int^grale prise 

entre ±: arc cos-- De plus, quand Q^paugmente de 0 ) 2 , y'ne change 
pas et quand augmente de w,, angmente de 2 7t. 

Si C>|[jl[, est r^el, et on doit prendre 9 = Alors x et 

y — (V sont des functions periodiques de iv de p^riode Si pi 
est petit par rapport a C, on peut developper suivant les puis- 
sances de pi (ce qui conduit aux series du n*^ 127) et chacun des 
termes sera p^riodique de periode 2 % par rapport a 
Mais si C est du meme ordre de grandeur que pn, et qne I’on 
pose C = C<pi, il arrive que, pour une m^me vaJeur de C|, la 

p^riode a)^ et le coefficient 9 sont proporlionnels ® si alors 
nous posons 



les equations (i) deviennent 


(i bis) 


OoW 


or = /(X /Ci — cos/, 

^ r ^ 

J /cr=^ 


• cos/ 


La seconde de ces equations ne depend plus de p. Nous tirerons 
(Je y et en series developpees suivant les sinus et les 

vV 

cosinus des multiples de tv, dependant de C| , mais independantes 
de p. Ce sont les series du present Chapitre. 

Les series obtenues d’abord, developpees suivant les puissances 
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de [A et analogues a celles du n® 127, ^talent, comme il est aisd de 
le voir, de la forme sulvante 

1 _ i -~ 

= /G4- (JiCr2cpi+ 2cp2H-[J.3G 2 o3 + ..., 

(V-h 

les ^ et les ne dependant ni de p., ni de G et ^tant pdriodiques 
de p^riode 2 iz par rapport a (V. 

Si Ton fait ensuite C = p,y et comme je I’avais annonci?, 

ne dependent plus que de Ci et non pins de p. 

Ainsi, pour passer des series du n° 127 a celles de ce Chapitre, 
on fera C = C< p, et on ordonnera ensuite de nouveau suivant les 
puissances croissantes de p. Dans le cas particulier qui nous 
occupe, les nouveaux d^veloppements ainsi obtenus se reduisent 
a un seul terme, puisque x ne contient que des lermes en y/p ct / 
des termes inddpendants de p. 

Tant que Ci est plus grand que i, a)< est reel, x et jk — sont 
p^riodiques de p^riodc 2 tc par rapport a (ip. Mais, si Cj est plus 
petit que i, o>( devient imaginaire et c’est Wa qui est r(5el; il faut 

done prendre 0= ^jalors^ ety (et non plus/— cp) sont p4rio- 

diques de pdriode 2 % par rapport k iv- 
Si nous considdrons pp comme la variable ind^pendante, il y a 
done une discontinuite quitient § ce que la definition de 9 change 
quand C^ passe d’une valeur plus grande que i a une valeur plus 
petite que i . Get inconvenient sera evitd si Ton prend 9(vy/p pour 
variable independante. 

Et en efFet, si Ton exprlme;:^ et yenfonctions de y/p et dc Gf, 
les expressions que Ton obtient pour G< < t sont la continuation 
analytique de celles que Ton obtient pour G| > i . 

Partant done des s6ries ( 2 ), e’est-^-dire des sdries du n® 127 et 
y faisant G == Gi p, il vient 

/ 1 __8 

^ = Ci®-+-Ci 2 (PjH_Gi 

( j = «. +^^,1 


(2 bis) 
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Ces series sent convergentes si C^ estsuffisamment grand; dans 
ce cas il suffit deles sommer; quand elles deviennentdivergentes, 


on pent neanmoins prolonger les fonctions et par continuite 

V 1^ 


analytique; el il arrive qu’en poursnivant ainsi jusqu'a des valeurs 
de Cl plus petite que i, la forme de ces fonctions est complete- 
ment modifiee, parce que la p^riode r^elle devient imaginaire el 
inversement. 

C*est done la double periodicity qui explique les cas si dilFerents 
que nous avons rencontres dans cette etude; la periode qui est 
reelle dans le cas ordinaix'e est imaginaire dans le cas de la libra- 
lion et inversement. Dans le cas limite, une des periodes devient 
infinie. 

Mais on peut se demander comment ces resultats peuvent 
s’etendre au cas ou F = ^tant une fonction queL- 

conque dependant de y seulement et periodique en jk? l^s equa- 


tions ( 1 ) deviennent alors 


(i ter) 


( X = \/G — txFi, 


Soit A le maximum de F|. 

On esl dans le cas ordinaire si 

G> A|^ 

er, dans le cas de la libration^ si 

G<Ap. 

Mais ici x, cosy et siny ne sont plus des fonctions elliptiques 
de Elles ne sont done plus uniformes et doublement perio- 
diques pour toutes les valeurs redles et imaginaires de (bien 
que, bien entendu, elles restent uniformes pour Louies les valeurs 
rielles de (v). 

Les resultats precedents subsistenl neanmoins. 

Il suffit de nous restreindre ^ un domaine D tel que la partie 
imaginaire de 9 tv soit suffisamment petite et que d’autre part C soit 
suffisamment voisin de A[x. 
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Si alors Ton regarded, cosset sin^' comme des fonctions deO(T’ 
et de C ^ou de 6«> ^/jl, etde Ci = ^ ces fonclions sont uniformes 

et doublement p^riodiques poiirvu qii^on ne sorte pas du do- 
maine D; Pune des p^riodes esL ^gale a Pint^grale du second 
membre (i ter) prise entre o el stc el Paiilre a deux fois celie 
m4me intdgrale prise entre deux valeurs de y{ qui rendent p,F| 
egal a C. 

Gela suffitpour que les circonstances dn passage du cas ordi- 
naire a celui de la libration soient les m^mes que dans le cas par- 
ti culier que nous avons ^tudid d’abord. 

Pour etendre plus facilenient ces rtiSuUals au cas geinSral, il 
peut y avoir lieu d’introduire le moyen mouvemenl /Z|, que j’ap- 
pellerai ici simplement /i, puisque j’ai supprime parlout Pindice i 
devenu inutile. 

II vienl alors, d’apr^s les principes du n'‘ 3, 

T 27: 

“ 0 "" 

D’autre part, si Pon ddveloppc n suivant les puissances de [ji, 
comme nous Pavons fait dans ce qui precede, de telle sorte que 

/I z= 

il viendra, pour p = o, 



d’ou 

= /G. 

Nous pouvons done prendre pour variables /i® et u au lieu de 
C et [Ji, 

Alors les series ( 2 ) proc^deront suivant les puissances de [Ji et 
de ce qui les rend analogues aux series envisag^es au n"* 201, 
qui contenaient des termes en 

Passons enfin au cas g^n^ral. 
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Envisageons les series du 127; elles exprimeront les an 
variables Xi et en foncLions des n arguraents 

et de n conslanles d ’integration. Nous choisirons par exemple 
pour ces n conslanles d’inlegration les quantit^s que nous avons 
appcleos 

<. 

Dans nos series qiii precedent suivant les puissances enti^res 
de p, figurent en denominateurs les pc tils diviseurs 

mi/ij -h mo 71.5 + . . 

Supposonsmaintenant que Fun de cespelits diviseurs devienne 
Ires petit; el, par exemple, supposons que ce soit nj (car, si e’en 
etail un autre, on n’aurail qu’a faire le changement de variables 
du n° 202). Voyons d’abord quel est I’exposant maximum de nj 
au denominateur de chacun des termes dc nos series. 

D’apres ce que nous avons vu aux n°^ 201 et 211, le develop- 
pement de S ne contient que des termes en 

oil 

q %2p — I. 

Si nous formons ensuite les equations 

dS 

on ne trouvera non plus dans la d^riv^e ^ que des termes en ; 

mais dans la deriv^e ^ s’introduiront en outre des termes en 

doc I 

e’est-^i-dire des termes en 
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nous lirerons alors les jk/ en fonctions des et des ou, si Ton 
pr^f^re, en fonctions des (V/ et des n constantes d’iut^gration, 


n\, 


On voit d’aprfes cela que le d^veloppement des y ne conlicndra 
que des termes en 






Substituons ensiiite les valeurs iey ainsi obtenues dans les Equa- 
tions 


(3) 


Xi- 


dyi 


Avant la substitution, le second membre de (3) ne contient que 
des termes en 


Soil 


{n\)n 




•••> O 


un de ces termes, fa iie devenant pas infini pour /ij = o. Aprcs 
la substitution il vient 


?« =2 (7^ +(«’<. «")(A22X), 

tp ne devenant pas infini pour nj = o. 

Le terme g6n^ral du second membre de (3), aprEs la substitu- 
tion, sera done de la forme 

et il est clair que 

q -h h^2(p H- 1) — I. 

La conclusion gen^rale de tout ceci, e’est que dans les d^veloppe- 
nients du n“ 127, les expressions des Xi ne contiennent que des 
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lermes ea 


(TlJ)? 


et celles des que des termes en 


Oil 

q ^2p — I. 

Cela pos6, supposons qne /ij soil trSs petit el du m^me ordre de 
grandeur que \/|jl. Posous alors 

/^{ = «! /(I -h as ^ H- as -f- . . . , 

les a dtant de nouvelles constantes. G’est ce que nous avons fait 
au n® 211. On peut, par exemple, poser lout simplement 


Aprfes cette substitution, un terme en 


JfL. 

( 71 }// 

n'est plus d’ordre p en [Ji, mais d’ ordre /? — - • 

Groupons ensuite ceux des termes de nos series qui sont deve- 
nus ainsi du mdme ordre en [x. Chacun des groupes ainsi oblenus 
formera une sdrie partielle; et la s^rie totale sera la somme de 
toutes ces sdries partielles. 

Pour obtenir les series du present Chapitre, il suffit de faire 
la somme de chacune de ces series partielles. 

Si a^ est assez grand, les series partielles sont convergentes 
(les sdries totales restant bien entendu divergentes et n’aj^ant de 
valeur qu’au point de vue du calcul formel). Mais, si est trop 
petit pour que les sdries partielles convergent, on peut n^anmoins 
poursulvre par continuity analjtique, cela est aisfi k comprendre. 

C’est ainsi que la fonction 
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flefinie par la s^rie 

I — ic -+- a?5 — . . . , 

continue k exister apr^s que la serie a cesse de converger. 

Consid^rous done la somme d’line de ces series parliellcs. Cette 
somme sera d’abord p^riodiqae de pdriode 27c en (po, . . . , ; 

de plus, ce sera une fonction d’lm autre argument 0 ^ uniforme 
pour les valeurs reelles de cet argument, et pour les valeurs dont 
lapartie imaginaire est suffisamment petite; ou, en d’autres ternies, 
tant que I’arguraent Wi reste a I’mlerieur d’un certain doniainc 
comprenant I’axe des quantiles reelles tout entier. Quand a< varie 
entre certaines limites, cette fonction est, d Vinterieur de ce 
domaine^ uniforme et doublement p^riodique; Pune dcs periodes 
est r^elle, Tautre imaginaire; pour une certaine valeiir de a,, Tunc 
des periodes devient infinie; puis la p^riode reelle devienl imagi- 
naire et inversement. 

C’est ainsi que s’effectue le passage du cas ordinaire a celui de 
la libration. 
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CHAPITRE XXI. 


EXTENSION DE LA METHODE DE M. BOHLIN. 


Extension an probUme du n"* 134. 

219 . J’ai explique au debut dii Chapitre XI qiielles elaient les 
dirficiiltes parliculieres que presenle le probleme des trois Corps. 
Ces difficull^s proviennent de ce fait, que loutes les variables de 
la pi'emi^re s^rie, c’est-a-dii'e les variables ne figurent pas dans 
la fonction Fo- 

Nous avons vii dans les Gliapilres XI et XIII comment on peat 
sc lirer de ccLte difficulte et construirc n^anmolns une fonction S 
dcveloppee suivant les puissances de [x, satisfaisant k ]’( 5 quation 
de Jacobi 

F = C, 

el telle que ses deriv^es par rapport auxj^i soient des fonctions 
pdriodiques desjK/. 

Cette fonction S depend en outre de n constantes d’integration, 
par exemple des 11 quantil<§s 

n®, 11 %. 

Si Tune des combinaisons lin^aires 
/Wl /l} ■+• / 7 l 2 

csl ires petite cl de I’ordre de grandeur de y/p., nous pourrons 
poser, comme nousl’avons fait au n° 211, 

W; = aj + a| s/jr+ af [1+. . 

les af ctanl de nouvelles conslantes, et supposer que 


H. P. - II. 


TWia? + 7Wja5 + . . .-(-m„aj = 0. 


28 
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Ordonnons ensuile chacun des termes de S suivant les puis- 
sances croissantes de et gronpons CDsemble les lermes cjui 
contiennenL en facteur une m6me puissance dc y/jl; cbacun des 
groupes de termes ainsi oblenus devra jouir de la mgme propri^le 
que la foncllon S elle-m^me, e’est-d-dire que leurs ddriv^es seront 
des fonctions periodiques desjK- 

On peut done pr4voir que la methode de M. Boblin est encore 
applicable aux cas oil Fo ne depend pas de toules les variables dc 
la premiere s4rie et, en parliculier, au problime des trois Corps. 
Mais I’applicalion soullve quelques questions ddlicales et je snis 
obligd d’insister. 

220. Imaginons done que Fo ne ddpende pas de loutes les 
variables de la premiere sdrie. Pour mettre ce fait en evidence, 
j’appellerai les variables de la premiere sdrie 

et les variables correspondantes de la deuxieme s6ne 
y\) jksj •••» yp'i “i> 

et je supposerai qi:e Fo depend de tous les xu mais nc ddpend 
pas des 2 /. 

Je me propose de former une fonction S des y et des qui 
satisfasse a T^quation de Jacobi 

d% \ ^ 


ot je suppose que dans le premier membre les variables de la 
premiere sdrie Xi et Zi ont ^t6 remplac6es par les d^rivdes corres- 

pondanles^^et^. 

Je veiix ^galement que la fonction Ssoit d4veloppable suivant 
ies puissances de \/jI et que ses d^riv^es soient pdriodiques par 
rapport aux jk et aux u. 

En faisant p. = o, r6quation(i) devient 




dSp 

dyt 



(2) 
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ce qui nous apprend que So est de la forme 

So = 5 ?; + ^272 + cclyp + To, 

To ne dependant que des u. 

Nous poserons 

0 

S’il n’y a entre les 71] aucune relation lineaire a coefficients 
entiers, il n’y a pas de difficult^, les calculs du Chapitre XI sont 
applicables et Ton peut former la fonction S qui ne contiendra 
d’ailleurs que des puissances enti^res de p.; carles termes conte- 
nant des puissances impaires de \/iji disparaissent. 

Supposons done qu’il y ait entre les n® une relation lindaire, et 
soit 


cette relation; ce que je puis supposer, car dans le cas contraire, 
j’appliquerais le changement de variables du n° 202. 

Avant d’aller plus loin, introduisons une notation nouvelle. 
Soit U une fonction p^riodique quelconque des 7, dependant en 
outre de u] je d^signerai par 


la valeur moyenne deU consider^e comme fonction de^o? 73? • - 
yn et par 

QU]] 


la valeur moyenne de U consid^ree comme fonction de 7^, 
y^) • • • j yn* 

II r^sulte de cette definition que [U] est une fonction de7i et 
des Uj tandis que [[U]] n’est fonction que des u. 

Si nous supposons que U, au lieu d’etre une fonction p^riodique 
des 7, est une fonction telle que ses d^riv^es soient p^riodiques, 
de telle sorte que 

U = a7?7i -h rr J7 j 4-. . . + -f- U', 

U' ^tant p4riodique et les ic? 6tant des constantes; nous poserons 

[ U ] === ^ J yi 4 - 4 - . . . 4* + [ U'], 

et 

[[U]] = £r}7i 4- cJ7|y2 4-. . .H- ^^7p"^ [[U']]- 
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Cela pose, reprenons les equations (3) de la page 343. La pre- 
miere de ces equations n’est autre chose que 1 equation ( 2 ) que 
nous venons de considerer. 

La seconde nous apprend que 

dSi dSj 

dyi ’ dyn 

sont des constanles; nous pouvons, sans restreindre la gencralite, 
supposer que ces constanles sont nullesj c est laen efTet reprendre 
les hypotheses ( 9 ) de la page 348. 

Alors S^ n’est plus fonclion que de y\ et des de sorte que 

Si = [Si]. 

Considerons maintenant la troisieme equation (3). 

La fonction qui figure au second memhre n’est autre chose 
que — F|, 

Le second terme du premier membre se reduit a 

1 d^ 

2 dx\'^ \dyi) ’ 

parce que les aulres sont nuls. 

Posons 

1 ^^-Fq _ 

2 ’ 

r equation devient alors 
(4) 

Seulement il importe de remarquer qu’icila fonclion n’est pas 
connue; elle depend en effet des des s, des 7 ct des etl’oii 
doit y remplacerles Xi par les x^ qui sont connus, et les Zi par les 

cfS() 

dui 

quine le sont pas, 

Prenons maintenant les valeurs moyennes des deux membres 
par rapport kyi,y 3 , D’abord les se r^duisent k 

des constanles, et je puis supposer, sans restreindre la gdndralil^, 
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que ces constantes sont nullesj car c’est reprendre les hypo- 
theses (lo) de la page 349. 

D’autre part, 

[drA “ [dyj ’ 


puisque Si ne depend pas de jo, , y,,. 

Enfin il importe de remarquer que, dans le calcul de la valeur 

dTH 

inoyenne de F^, on pent opdrer comme si les foncLions (qii’on 

doit y substitner k la place des Zi) etaient des constantes, puisque 
ces fonctions ne dependent pas dejK2j JK3? • • - lyn- 
11 vienl done 


(4 bis) 

^( 1 ;: 

)'= Gs-[F,], 

d’ou 

dSi 

, /Gs-[F,] 


dyi 

V A 


Prenons xnaintenant les valeurs moyennes des deux membres 
par rapport k , il viendra 


[[!;]]=[[/ 


CB-[Ft 


Si S^ est une fonclion dont les derivees sont periodiques, le pre- 
mier membre se r^duira k une constante que j’appelle /u On doit 
done avoir 




ou 


( 5 ) 


c/q 


2tcA/i. 


Le premier membre depend des Ui et en outre des deriv^es 

qni entrent dans Fi* C’est done une Equation aux d^riv^es par- 
tielles qui d^finit Tq. Nous d^finirons cette fonction To de telle 
fagon que ses d^riv^es soient periodiques. Nous pourrons ^crire 
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I’^quation (5) sous la forme 

{5 bis) W/^ = 27rA//. 


Tout est done ramene a I’integration de cette Equation (5 bis)-^ j’y 
reviendrai plus loin; supposons cette integration possible et soil 

To = Ui - 4 - ^2 W<7 Tq , 


une solution eomplete de eetle Equation eontenantles q eonstantes 
d’int^gration Je suppose, bien entendu, que est une fone- 
lion des ih et des eonstantes z^ p^riodique par rapport aux m. 


To ^tant ainsi d^termind, nous pouvons ealeuler et, par 
consequent, 

Si-[[Si]l. 


Nous pouvons done dcrire 

Si=s;4.Ti, 


S\ etant une function coJinue de/i et des Uy et T| une fonclion 
encore inconnue des u. 

L’equation (4) nous donne ensiiite 


d’ou Ton deduit 



= [Fi]-F„ 


dyi ■■■’ dyl’ 


Sg-[S,]. . 


CoDsid^rons maintenant la qualri^me equation (3). 

rfS 

Dans le second terme du premier membre, les ^ sont connus, 
dS 

a Texception de ce second terme peut done s’dcrire 


H-4>. 

dyi dyi 


D’autre part, j’ai, k la page 343, designe le second membre par <!> 
parce qu’il etait entierement connu. Mais ici, il n’en est plus de 

m^me parce que ce second membre depend des ^ et, par cons6- 
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quent, des qiic nous ne connaissons pas. 11 esL aise dc voir 
qiie ce second membre sera de la forme 

<I> ^tanl connne. 

Noire equation s’^cidt done 


(6) 


,0 . dSi dSt ^ d?i 

^ dyt * dy\ dyi dzi dui 


= <!>. 


c/F 

11 va sans dire que, dans j les Xi el les 2 i doiveiiL etre I'em- 

places respeclivement par les et les • 

Prenons les valeurs moyennes des deux membres par rapport 
y^j . . . , j Nous pouvons supposer, comme plus haul, que 
dS 

les valeurs moyennes des (/ >► i) sont nulles; il viendra alors 


Nous tirons de U 


rffS,] ^S, y ^[F.l ./T. 

rf/i 4yi •“ 

4._y£LIiI£[i 

^ dsf dut 


djS,] _ 
dyt 


dyi 


Les deux membres de ceite Equation dependent de y^ et des u; 
la valeur moyenne dii premier membre doit se r^duire a une con- 
slante a laquelle je puis, sans restreindre la g^n^ralit^, attribuer 
unc valeur arbitraire, par exemple la valeur z6ro; on doit done 
avoir 


= 0, 



JmA dzi dui I 



1 

1 




"V ^1 I 

dzj dvLj 

WCs-lF,] 


dy = 4 >, 
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(8 bis) 


dB dr 


I dWi 




0 est une fonction des Zi et des ui^ periodique par rapport aux Hi ; 

dJX 

qnand on j remplace les zt par les on oblienl Ic premier 
membre de (5 6 k); de mgme dans (8 6w),je suppose quo dans les 

, . , , , 1 . 1 dTn 

d^riv^es les j, ont ete remplaces par Jes 

Liquation (8 bis) doit d(5ierminer T, ; je vais monlrer que I’in- 
idgration en esL aisee qnand on saitintegrer (5 his). 

En effet, si nous savons inlegrer (5 6k), nous connailrons uno 
fonction To dependant des Ui et degr constantes s" el lelle qne si 
I’on subslitue ses d^rivdes dans 0 kla place des Sj, ccUe fonction 0 
se rdduise a une constante par rapport aux Ui, c’esl-a-dirc a une 
fonction des 5° que j’appelle 


0(z5, 




)• 


Nous poserons d’autre part 


(9) 



^0 

dzY 


Nous auroDS ainsi 2q relations entre les /\(j quantiles Zi, Ui^ 
zf, uY, de sorte que nous pourrons prendre pour variables indd- 
pendantes, soit les Zt et les «/, soil les sf cL Jes z//, soil Jes zf oL 
les uY 

Pour eviter toiUe confusion, nous repr^senlerons les derivdes 
par la lettre d lorsque nous prendrons pour variables les z/ el 
les zzi’ ou bien les zf et les uY et par la letlre d lorsque nous pren- 
drons pour variables les et les u^. 

Dans r^quation (8 bis)y 6 doit ^tre considdrd comme exprimd 

a Taide des jSi et des ui fear ce n’est qu’apr^s la diflfdrentiaLion 
qu’on remplace les Zt par les Au contraire, T, esl une fonc- 
lion des dependant en outre des constantes d’inldgration 3 ?. 



EXTENSION DE LA METHODE DE M. BOIILIN. 


435 

Avcc notre nouvelle nolation, T^quation (8 bis) doit done s’ecrire 

y ^ = , 1 ,. 

^ Oui 

D^aiitre part, on a identiquement 

0 = 0 

el, comme 9 ne depend qiie des 

de 

dui ~ 

Celte equation pent encore s’ecrire 

diti ^ clzk dui “ 

^ JT, ^ 


On a d’ailleurs 


dui 


^IL\ 

dui 


i dzfi dui 

On Iroiive alors successivement cn transform ant (8 bis) 

2d dzi ’djxi 2d dzi dzic dut ” ’ 

Oil, par permutation d'indices, 

y dQ ^Ti ^ y dQ dTj dzk _ 

2d dZi dui 2i dzj, dzi dui ’ 


car 


d’ou 


dui 


dzj ^ (}^To 
duk duk ’ 


2( 


rfe ^ 

aUi dui 


d& dfi 
dut 


f[Ti\ , 

dzi) 


oil, en prenanl pour variables les a® el les 


2( 


d& rfe ^Ti 

dzj dill ‘^'*1 


= 4 -. 


Comme 0 se rdduit Si 6 qui ne depend pas des il vienl enfin 
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$ doil ^tre exprini6 en fonction des variables et des con- 
stantes d’iat^gratioa 5°. Comme les d&ivees de 6 ne dopendenl 
que des constantes Z(, ce sont aussi des constantes. 11 en rdsulle 
que r^quation (8 ter) dtant k coefflcients constanls s’inlcigro 
immddiatement. 

# est p^riodique par rapport aux Uii il arrivera souvcnt que la 
forme de la fonclion To et des Equations (9) sera Lelle que Ics ut 
seront des fonctions uniformes des et inversemcnt. Alois Ics 
differences «»• — seront des fonctions periodiques soit des m, 
soil des 

Alors $ qui est periodique par rapport aux ii„ le sera egalcmenl 
par rapport aux nj. On pourra alors integrer Tequalion (8 ter) 

de lelle fagon que les ddrivees 0 soient periodiques par rapporl 

^ OT 

aux oUj ce qui revient au tn^mej de fa^on que les dorivdcs 

soient p^riodiques par rapport aux z//, on bien encore que Tf 
augmente d’une constante qiiand m augmente de 2%. 

L’^quation (8) etant ainsi int^gree, Te^qualion (7) nous don- 

nera^^^j de sorte que nous pourrons ecrire 


S2 = Sj -4- Tg, 


etant une fonction enti^rement connuc des y el des u el T2 
une fonction inconn ue ne dependant que des u, 

L’^quation (6) peut alors s’^crire 

et elle d^iermine 


clS$ 


et ainsi de suite. 


dSi 

dy,i 


S3 — [S3 j 


Extension au problem© des trois Corps. 

221 . Tout se trouve ainsi ramen^ k Tint^gration de r^qua- 
tion ( 5 ). Vojons done quelle est, dans le cas du probl^me des 
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Lrois Corps, la forme de cetLe equation. Elle s’ecrit 

f — [Fi] = 2TrA/z. 

0 

Mais quelle est la forme de [Fj]? 

Nous choisirons pour variables les quanlit^s 

W’l 

'>^u Mj ^ii) Vi 

d^finies k la page 87, auxquelles nous devrons adjoindre, si les trois 
corps ne se meuvent pas dans tin m 4 me plan, les variables 

Pi P‘i 

ddfmies tome T, page 3 o. 

Alors la fonction F sera d^veloppee suivant les puissances posi- 
tives de p., , 7,1 , V, 1 Pi ^ suivant les sinus et cosinus 

des multiples de \\ et ‘k \ . Un terme en 

!?n 


devra contenir en facteur un monome dont le degre par rapport 
aux variables ^4, vii, p^ • sera au moins ^gal a \m’+‘m'\ et 
n’en poiirra diff^rer que d’un nombre pair. Enfin Fo ne d^pendra 
que de et A' . 

Cela pos^, imaginons que Ton ait 


m 


dFo 

c^a; 


dA.\^ 


= 0, 


m et 6tant deux entiers; AJ et A'^ deux constantes auxquelles 
dS dS 

nous egalerons ^ et analogues par consequent aux con- 
stantes que nous designions par dans le numero precedent. 
Nous poserons alors 

mXiH- m'X'i =7i; 


et pour former [Fi] nous n’avons qu’^ supprimer dans Fi tons 
les tcrmes qui dependent de ^ ou de sauf ceux qui ne depen- 
dent que dejKi- 
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Pour mettre en Evidence le degr4 de chaque Lerrae par rapport 
aiix excentricit^s et aux inclinaisonSj remplacons parlout 

^1, vii, ^1, Vi, Pi <1^ 

par , 

£>ii, sS'i, ^P'^ "^1 

et rendons-nous compte dii degre de chacun des Lermes de P i par 
rapport a s. 

Nous aurons 

[Fl]=R^-R^ 

ou R est rensemble des terrues indepeudants a la fois de li et de , 
de telle sorle que 

R = [[F,]] 

et ou R' est Pensembledes lermes dependant de , et de 7 ^ seulc- 

meiit. 

R est alors d^veJoppable suivant les puissances de ct nous 
aurons 

R = Ro -h s® R2 s'* R + — 

Quant k R', il est divisible par 

gl/n+m'l. 

On aura, en g^n^ral, 

|WH- m'|> 2 , 

de telle sorte que I’on peul poser 

R*=£ 3 R". 


Ro ne depend que de AJ et A'® et peut ^tre regarde commc unc 
cdnstante; je puis done poser 


Cg = Ro H“ -h E® A*! 

et en m^ine temps 

A A — /cq ■+■ Ajj 
de telle sorte que I’^quation (5) devient 



e^Rj — . . . =: 27 c(Ao 4“ £*/ci), 


ou, en developpantle radical suivant les puissances de e, r^duisant 
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et divisant par stcs-, 


Z rcprdsente une fonction developpable suivant les puissances 
positives de e, des des vj, des p el des q. 

En posant enfin 

il vienl 

R2 — 2 s/co Z = K. 

La fonction Ra est la m^me qui a designee ainsi page 4o 
(sauf que les lettres ^ et t] sont afTectees de I’indice i). Nous pour- 
rons alors definir absolument comme au 131 les variables 
et ( 0 ^ (en les formant toutefois avec les ^4 et les au lieu de les 
former avec les ^ et les vj), et je prendrai pour variables nouvelles 

Ai, Aj, p/, 

Alors Ra se r^duit k 

2 Ai pi 2 A2P2 iiAsPs -H 2A4 p4, 

(C /. «). 

RemplaQons p/ par nous aurons finalement a int^grer 
I’equation 

(5 ter) 0 ^^2, 0)/^ = Rj — 2sA:oZ = K. 

Le premier membre @ est p 6 riodique par rapport aux cOi, il est 
developpable suivant les puissances de e et, quand on y fait e = 0 , 

il sc rcduit k Ra et ne depend plus des w/mais seulement des 

Nous pouvons done appliquer les precedes du n° 12o. 

integration de Viquationi^) a laquelle nous a{>ion$ rameni 
le probleme est done possible. 

Lc cas oii 

OU ±2 

se traiterait d’une manifere analogue; le cas ou 


771 -h 0 , 
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A5 = A'», 

c’est-4-dire celui ou les deux grands axes different tr^s peu, pre- 
sente des difficnltes sp^ciales. 


Discussion des series. 


222. Reprenons les notations du n“ 220 el supposons quo I’on 
ait determine la fonction S par les proc^d^s de cc numdro. Le 
probUme n’est pas encore enti^rement r^solu. II faul encore 
former les Equations 


( 10 ) 


rfS 

dC^ 






dxl 


(PA--fOiW„ 


dS 

dzj 


:(V' +0>,, 




dui ’ 


od les 9 et les 9' seront des fonctions convenablcment choisics des 
coDStantes el puis resoudre ces Equations pour obtenir 
les les j/j les en fonctions des des des av, des (r'-; 
enfm remplacer les et les par des fonctions lin^aircs du 
temps dont les coefficients seront convenablemcnl choisis. On 
obtiendra ainsi les expressions des coordonndes x, y, z, u en fonc- 
lions du temps. 

Vojons d’abord quelle sera la forme des Equations (lo). 

La fonction S ayant ses d^riv 6 es pdriodiques pent s’dcrire 

s = Pri H- ^§72 +■ 4- . . . -h 4- . . . -f. ^0 wy ~h S', 

P ^tant une constante ind^pendante des y et des u et S' ^tani 
p^riodique par rapport aiixj etaux u. Les coefficients de yM(k> i) 
et de Ui peuventj sans que la g^n 6 ralit 6 s’en trouve restrcintCj dtre 
supposes ^gaiix ^ et ^ z? 5 e’est 1 ^, en effel, reprendre les hypo- 
theses (lo) de la page 849 , 

Quant a p, il est ddveloppable suivant les puissances de y/p; 

P == Po4- 

po est egal k et k la constante h de Tequation ( 5 ) du n® 220 . 
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De m^me S' est d6veloppable suivanL les puissances de y/p, 


avec 


s'=si+s;v/?+... 


S' — T' 



Os-|F,] 

A 


rf/i+T'i. 


Les equations (lo) devienoenl alors 


0«) 


„ d'i d&- 

, dS' 

«';+ 0,(^1= 


Nous sommes ainsi conduits 3i prendre 


Oi 




dif 


0 - 



Mais la difficult^ provient de la circonstance suivante. Comme 
Po = a;Jne depend pas deCa nides", 9, et 6. s’annulent pourp = o 

et sent divisibles par Au contraire, ^ pour p = o se r^duit k 

dTi 

clG% 

et ne s’annule pas. 

11 faul faire ensuite 


(p; = 77/ ^ H- TiTf ; (v'i = n't' t-h m'l, 

les 71 etantdes constantes d^termin^es etles m des constantes arbi- 

iraires. Pour determiner les n, on opSre de la facon suivante. 

, , dS dS 

Quand dans F on remplace les et les par ^ et celte 

fonclion F, d’apr^s la definition m^me de la fonction S, devra se 
reduire ^ une constante ou piutdt a une fonction des constantes 
d’integration Cj et.5®. Soil done 

F = cp(4, G2,4), 
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on aura 


(12) 


hni = 


<icp 


Ol«i= — 


7i/ + vJi — T; 


drl’ 

dCi' 

TzV 




On voit que les n sont developpablcs suivanL Ics paissanccs 
de ^/[I. Pour nous rendre compte de la forme du ddveloppciuenl, 
developpons la fonction cp elle-m^me suivant les puissances de p; 
il vienL 

^ = Co H- |jlG 2 - 4 - -f- . . . . 

On a d’ailleurs 

Go = Fo ( j iT® j * • • j /I) > 

d’ou 

= <^ 1^ 0 , ^ 1^0 _ ^0 . 0 — » 0 

d:vl dxl ^ d,i\ dxl ^ ' dxl 

puisque n\ est nul. 

D’ailleurs on voit que 

et que le developpement de commence par un Icrme en p‘-^. 

La seconJe Equation (12), oh le coefficient Oi est divisible par y'p 
el le second membre par p, nous apprend que le d^vcloppemcnl 
de n, commence par un terme en y/p. Comxne 0 ' est 6 galeincnt 
divisible par y/p, 9 ^/^^ par p, et le second membre par p- ; la Iroi- 
siSme Equation (12) nous apprend que n[ est divisible par p. 

Remarquons, d’ autre part, que les Equations (r i) sont siisccp- 
libles de simplification. Nous avons suppose jusqu’ici quo S et S' 
^taient exprim^s en fonctions des variables y et « el des con- 
stantes Co el Posons maintenant 


P==^i+ir/? 

el supposons, ce qui revient au m^me, que S et S' sont exprim^s 
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ea fonctions des j/- el des u etdes constanLes y et Nos equa- 
tions (i i) devicnnent alors 


(n his) 




dx^i 


ri) = 




, rfS' 


II n’cn subsiste pas moins qae^ si ces equations (ii) el (i i bis) 
nous donnent impliciteinent nos coordonn^es eii foncLions des ^v, 
nous ne pouvons plus les resoudre par le proc^de du n® 30, et que, 
par consequent, les relations entre ces coordonnees et les w sont 
bcaiicoup plus compliqu^es qu’au n" 127 ou qu’aux Chapitres XI 
et XX. 

Nous nous bornerons a retnarquer ce qui suit. Que devienncnl 
nos equations pour [Ji = o? Impliqiienl-elles conlradictioni? Comme 
/?, ct n’l s’annulent pour p. = o, iv^ cl se I'eduisent a des con- 
stantcs TUi et Ttj'; dc sorle que nous avons d’abord 


irs\ — III = 



Comme TJ, nc conllent d’autres variables que les ces Equations 
nous apprenncnl que les Ui sont des conslanles. Passons a la 
seeonde equation (ii his) et, comme est une constante arbi- 

Lraire, egalons-la a at etant une constante donnt^e et finie. La 

s/\k 

scconde equation devient 



ou 




const. 


ct comme Tq ne depend que des u qui sont des constantes, elle 
cst satisfaite d’elle-meme. 

Voyons inaintenant ce que devient la premiere; posons encore 


Wk = “7= “H “A, 

V/|x 

a* el clam des conslanles finles; remplaQons fv,— j>-, par sa 
H. P. - II. 29 
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valeur lir6e de la seconde equation et ecrivons les termes cn ^ 
el les termes ind^pendants dc il viendra 


a/v , , * X / Tt dfT'o 


</s',\ _ rfs; 

d-i )~ dxl 


£[» 

d..i: 


d’ou 


a*- 


dx\ 

do(i\ ” 


ou 




= const., 


4-h7lA-Jf— 7it-H 


dx\ ^S'l __ ^0 
dx\ d’^i dx\ 


La premiere est satisfaite d’elle-m^me el la secondc nous donncj'^. 


Seconde m^thode. 

223. On peut aussi diriger autrement les calculs ot, an lieu <Ic 
se servir de T^quation (5) du n® 220, s’aUaquer dircclcmcnl a 
r^quation (4 bis), qui s’toit 

{ibis) A(gl) =C.-[F,]. 

Reprenons les notations du 221 el choisissons comnio variables 
les qiiantit^s 

A-ij A-iJ p/> 

Xi, (1)/, 

lelles qu’elles ont d^finies dans ce n° 221. Voyons quelle sera 
la forme de I’^quation (4 bis)* 

1 ° Les deuxmembres de cettc equation ne d^pendront pas cl’iint* 
mani^re quelconque de et de X' , mais sculement de 


nzXi-h m'X'i = 7i, 


m et m! ^tantles entiers d^finis an n® 221. En elFel, on a oblenu [F<] 
en supprimant dans P| tous les termes qui dependent de X, ot 
de X'^ autrement que par la combinaison m\ + m ^\\ . 

2 ® Ils dependent de et A'; miiis ces quantiles y doivent ^tre 
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rcmplacdes par les conslantes AJ et A' ® analogues aux A devient 
ainsi ime consiante. 

3° 11s sent p^rlodiques par rapport ky^ et aux to/. 

4** Us sont d^veloppables par rapport aux puissances entieres 
de e, et aux puissances fractionnaires des p/ qui doivent ^tre rem- 

places par 

L’dquation (4 bis) peut ainsi s’^crire 

Envlsageons le d^veloppement de Hsuivant les puissances de s. 
Le lerme ind^pendant de e se reduit k 



Bo, d^fini comme au n° 221, est ime constante qui ne depend quo 
de AJetA';. 

Le lerme en e est uul (sauf si m + /??'= ± i, cas que nons 
laissons de coL^). 

Le terme en se reduit a 

Rj + 2 A 1 pi H- 2 A 2 P 2 H- 2 A 3 p3 -4- 2 A 4 p4. 

Le premier Lerme qui depend de esL le terme en 

e|w+w'i. 


Voici comment on peut trailer I’dqualion (4 ct)* Cherchons k 
d^velopper S^ suivant les puissances de s, et soil 

Si = Uo-h6Ui4-e2U2-4-.... 


D^veloppons de m^me C 2 et Tq, et soit 

Ca = Yo“l“ ” Vo4- sVj-1-. . 

en rempla^antToparcette valeur dans R et d^veloppantR, ilvient 


R R^ 4 - 6 ^ Rj S® R 3 4- . . . . 



CIIAPITRE XXI. 


Nous trouvons d’abord 

ce cjui nous monLre (]uc esL unc conslante. Soit done 

Uo^aji, 

a etant une constante qui d^pendra de la constanlc d’inlogra- 
tion Yo- II vienl ensuite 

A 

ce qui nous montre que est encore une conslanLe. Nous pou-- 

vons, sans restreindre la gencralite, supposer que Ui cL soul 
mils. 

II vient done ensuite 

‘AaA -j- ai-Ai - 7 — = 72. 

aoii ‘ 

Cette equation montre quo est encore une constante quo 

nous pourrons encore considercr comme nulle sans restreindre la 
gen^ralit^ et il nous restera a traiter Tequalion 


^ A ^ 0 

2SA/-J— =72, 


qui montre que Ics sent des constanlcs quo nous pouvons 

choisir arbitrairement puisque yo ^st arbitraire. 
ll vient ensuite 

h2aA = y 3 . 

db)i dji 

Nous pourrons encore supposer U$ elya mils sans restreindre la 
g^neralil^, puis 

Nous siipposerons encore Uj nul et il restera 
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qui pt;rmetLra facilement de determiner T2, car jki n y entre pas. 

On ira ainsi jusqu’au terme en Posons \ m + m^\ = y, il 

vient alors 

d\] 

2 a A. -f-Ry-r'M^cos7i-}-Nysm7i= 


cl N^j dependant des co/ el de Vo, V|, . . qui sont des 
fonclions connues des co/, pourronl etre regardes comme connus. 
Quant a R^, on aura 






Lg etant line fonclion connue des to/. 

Nous pourrons alors decomposer PequaLion precedenle en deux 
cl ecrire 

2a A =— -M^cosjiH-N^sin/i, 

V \ T 


Les seconds membres sont connus, de sorte que nous deduirons 
facilement de ces equations les valeurs dc et On voit 

que les derivecs de sont periodiques par rapport a to/; nous 
])ouvons memo sans restreindre la gdneralite choisir de fa^on 
a anmiler la valeur moyenne de yq — L^. Alors Vy_2 est lui-meme 
periodique. Quant k U^, on voit qu’il sera periodique par rapport 
k Vi et aux tOf, 

On continuera dc la sorte. En egalant les coefficients de £/’(/?>> y), 
on trouvera 


4 >etant line fonclion connue periodique par rapport a^n et aux 0)4; 
nous supposerons la fonclion ^ developpee en serie trigonome- 
trique et nous choisirons yp de fa^on k annuler la valeur moyenne 
du second membre. 

Nous poserons ensuite 

<!>' representant I’ensemble des termes qui dependent de yt et 
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I’ensemble des lermes qui n’cn dependent pas, de sorLe quc 


Nous d^composerons aloi's Tequalion (i3) en deux cn ^crivant 


ut^i 


ees deux Equations determineront V ;,_2 et U^; etles deux fonc- 
tions ainsi oblenues seront p^riodiques. 

L’^uation (4 bis) da n° 220 6 tant ainsi int^gree, I’^quation (4) 
nous donnera So — [So] et Ton fomera ensuite les Equations (6) 
•el ( 7 ). 

Nous aliens trailer Inequation ( 7 ) comme nous avons traitd 
r^quation (4 bis). Les deux membres de ( 7 ) <5tant dcvcloppds 
suivant les puissances de e, nous dcvelopperons de infime [S 2 ] 
et T< et nous ecrirons 


[S2]=U'oH-eUi-h£SU;-h..., 

Ti= V'oH-£V; + eaVi+.... 

Nous ^galerons ensuite dans les deux tnembres de ( 7 ) les coeffi- 
cients des puissances sembiables de e, et nous obliendrons unc 
s^rie d’^quations qui nous permettront de determiner par recur- 
rence les U[ el les 

En egalantles coefficients de eP^ on obtiendra unc Equation qui 
seryira k determiner et Cette Equation serait de mdme 
forme que (t 3), sauf que Uju et V;p _2 seraient rcmplac^s par 
traiterait done de la mSme maniSre. 

L’^quation ( 7 ) ^tant ainsi int^gr^e, on continuera de la mdme 
manifere. 


Gas de la libration. 

224. Comment le cas de la libraiion peut-il se presenter? 
Reprenons nos Equations du num^ro precedent et supposons 
que 
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On poursiiivra le calcul comme plus haut jusqu’a ce qu’on arrive 
a 1 equation obteniie en ^galant les coefficients de s?. On aura 
«lors 

U‘ = ° (‘ = *>^>3, 

et, si q est pair, l’6quation en s? pourra s’ecrire 

Si nous posons, pour abr^ger, 


oL si nous supprimons pour un instant I’indice | de U et les in- 
dices dc L, M, N et Y, il viendra 

^ 

/y — L — X — Mcosjki — NsinjKi frp 

^dyl'^y A ~ 

en appelant Z, pour abr^ger, la quantite sous le radical. 
L’integrale 

J 


est une int(5grale elliptique de deuxi^me espfece. L’line de ses 
p^riodes est 



Si Y etX sont choisis de fagon que Z soit toujours positif, cette 
p^riode est toujours r^elle; nous voulons qu’elle soit constante el 
ind^pendante des co/. J’^gale done cette p^riode a une constante 
donn6e A et j’obtiens une Equation 

/ 27C 

/z (fyi = A. 

En r^solvant cette Equation par rapport k X, il vient 


X = Y'+*^(tD,), 
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i{; etant une fonction des to^ que Ton pent regardei^ commc douneo 
et qui est p^riodique. 

Cela nous donnc 

equation qui determine V^_ 2 , apres quoi on Lirera facilcmcnt 
de r^quation (i4)- 

Cest la le cas ordinaire- 


Mais il peut se faire que y et X soient choisis dc telle soiie 
que Z puisso s’annuler. Dans ce cas e’est la secondc perlode clt‘ 
notre integrale elliptiqiie qui est reelle. En egalanl celle secondly 
p^riode a une constante donn^e A, on obtiendra une equa- 
tion (i5 his) analogue a (i5). Si Ton resout par rapporl a X, il 
\iendra 

X = Y + f(a),) 


ou 




dSq-H. 

doii 




qui ddterminera V^.o 


puisque est connue cL periodique. 


C^est Id le cas de la libration- 


On obtiendra le cas limite en ^crivant que J’une dcs pdriodes 
de I’int^grale elliptiqiie de premiere espece corrcspoiidantc esl 
infinie, ce qui donne pour determiner Tequation suivantc 


L’inconvenient de cette fagon d’op^rer, e’est que les expressions 
obtenues dans les deux cas ne sonl pas la continuation analytique 
Tune de I’autre. 

Egalons maintenant les coefficients de il viendra 


(i6) 


dVq_ dVq 
<iyi dyi 


d^ q-\ 


= H- 


$ 6tant connu et periodique. 
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Si nous sommcs, par exeraple, dans le cas ordinaire, nous 
clevrons ecrire qiie 



ost egal a Line constanle donate h iiidependante des nous 


Irouvcrons ainsi 


(^en posanL, pour abreger, 


"2 



(‘7J 


as A, 





^dyx 

SAW 


-// 




4 xi 
2 AW 


Celle equation nous donnera el Tequation (16) nous donne- 
rail ensuite 



Les equations obtenues en 6galant les coefficients des autres 
puissances de s seraient de m^me forme que (16). II en serail 
encore de m^me des dqiiations que I’on obtiendrait en egalant 
dans les deux membres de (7) les coefficienls des diverses puis- 
sances de e. 

Tonies ces equations pourraienL done se trailer de la mSme 
manidre. 

Les resultats seraienl absoliiment les memes si q etait impair; 
seulcmenl il faudrait modifier la forme du ddveloppement de Si 
et dcrire 

Sj[ = 6®U/jr*+“ S® •+■ S® H-.,., 

Si dlant ainsi ddveloppd suivant les puissances impaires de 

Tons les rdsultats oblenus depuis le commencement de ce Cha- 
pitre sont bien incomplets et de nouvelles dtudes deviendront 
ndeessaires. Elies seraienl prdmaturdes. 
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Divergence des series. 

22S. Nous avons vu an 212 que les series auxquclles con- 
duit la m^thode de M. Bohliu sonL generalemeni divcrgcnles el 
j’ai cherche a expliquer le m^canisme de ceLle divergence. Je crois 
devoir revenir sur ce sujet et 6tudier avec qnelques details un 
exemple simple qui fera mieux comprendre ce m(5canisme. Soil 

— F == jo -h ^2 _ 2(Ji sin®— — (jt.ecp(7)cos:??, 

oil (/?, x\ q^y) sont deux paires de variables conjugu^es, o{y) 
une fonclion p^riodique dej^de p6riode 27 : ct oii p.ct e sonldcux 
constantes que je siipposerai tres petites. 

Formons les Equations canoniques 

doG _ , ^7 _ 

dt dp dt ~ ^ 

rfD iiF , , . dq dP . , ,, , 

d’oii 

^ = 2 sinjK -f - 2 fis ^'( 7 ) cos^. 

L^int^gration de ces equations est presquc immediate quand 
£ = o. ficrivons P^quation aux d^rivees partiellcs dc Jacobi cl 
soil 


dS/<5?S\2 ,v 

=a(xsin2i-i-(is^(7)cosa?-i-C, 

C 6tanL une constante. Ddveloppons S et G suivant les puissances 
de £ et soit 

S = So 4- SiEH- S2E24- 

C = Go " 4 “ Gj e -+- G2 s® -f" . . . . 

Pour £ := Oj r^quation ( 2 ) devient 


(3) 

L’int^gration, 


dx 



2(xsin®^ 4- Co. 


ai-je dit plus haut, est presque immediate, 


et 
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en effel, pour obtenir I’integrale complete de (3), il suffit de 
prendre, en appelant Aq une constante, 

So = Aoxr -4- \/^ J* \/ 

Nous retombons en somme, aux notations pres, sur I’exemple 
cjue nous avons traits au n® 199. Le cas de A>o correspond au 
cas ordinaire; le cas de A<o k celui de la libration; le cas 
de A = o au cas limite. 

Meltons en Evidence les solutions parliculi^res remarquables. 
Nous avons d’abord la solution simple 

a — f, /> = o, 7 = 0, cj—Oi 

qui esL une solution piriodique* Voyons quelles sont les solu- 
tions asymptotiques correspondantes. 

On les obliendra en faisant Ao = A = o dans So, ce qui donne 

So = q= 2 /tTpcos— > 

d’OLl 

p=o, ^ = ± /ifjL sin— j tangy = 06=*=^^^, = 

2 A 


ce qui monlre que les exposants caract^ristiques sont ^gaux 

4 ± 

Calculous maintenant S<, S 2 , 

En ^galanl dans T^qualion ( 2 ) les coefficients de e, je trouve 


'dx dy dy 


Jitp(7)COSa7-+- 


Gi, 


C^ <5lant une constante que je pourrai d’ailleurs supposer nulle 
sans restreindre la gen^ralil^, ou bien 


doo 


H-2 




H 9(^)cosaf. 


(4) 
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Si est alors la parlie reelle de lafonction S dcfinie par Toqii alien 


r ds 

sin^^ -T- = 




nous Tobtiendrons en posant 


S = 


(4 ter) 


j4- 4- 2 k H- sin2^ ^ = fits. 


Pour integrer cette equation lineaire, integrons d’abord I'cqna- 
tion sans second membre qui pent s’ecrirc 


en posant 


/ ! y d'h 

+ ^ A + sins^ ^ =o, 




4/ = Ke 


-a f-^ 
J y/i-»-sin 


Ketant une constante. Je poserai I’intdgralc cllipliquc 

/V£=-.. 

d’ou 

4; = K e-a« 

pour rint6grale g^n^rale de P6quation sans second membre. Pour 
integrer Tequation k second membre, jc regardcrai K comme xxm) 
fonclion dey, ce qui donne 

^ ^ sin*— = |jL(p, 

d’ou 

y'A + sm*J 



et enfin 
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(0) ^ ^ du. 

Si je pose a= ^ sera r6el, et j’aurai 
(6) Si — ^^|^cos(pw — a?) y"cpcosPiic?M-+-siii(Pw — a?) J*(^sin^udu^, 


Nous disculerous plus loinles expressions ( 5 ) et (6); montrons 
(rabord comment on conduirait les approximations suivantes. 

On trouverait 


/ \ ^So / — . / , • 

(7) + 

<l> elanl une fonction connue dey etde x, periodique par rapport 
a X et que par consequent nous pourrons mettre sous la forme 


n etant un entier positif ou n^galif el une fonction connue 
de y; dans la somme du second membre Ic nombre des termes 
csl limite. Si nous posons alors 


ne dependant que de j', la fonction hn devra satisfairc a Pequa- 
lion diff^renliellc 


itl'^n -h 'i yiifA 


h H- = o 

2 dy 


Cette equation ^tant lout a fait de m^me forme que (4 se 
iraitcra de la m6me mani^re. 

Les fonctions S3, S^, seraient denudes ensuite par une 
equation de mfime forme que (7) et qui se traiterait de la m^me 
manicre. 

Cette mdthode a ^t^ employee sous une forme assez differente 
par M. Gyld^n dans son M6moire du Tome IX des Acta mathe- 
matical 

DiscLilons maintenant les expressions ( 5 ) et (6). 
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Consid^rons d’abord le cas ordinaire ou /i > o; alors <f{y) ctanL 
line fonction periodique dey sera dgalement une fonction perio- 
dique de dont la p^riode sera 6gale a la periode rdelle de I’in- 
t^grale elliptique de u. Je pourrai done dcrire 

Cp = 


\ ^tant une constante rdelle dependant de la periode de Finle- 
grale u et m dtant iin entier. 

On en d^duit 


+ = 



^inikn 

a -H iml 


ou 

. 


et enfin, si pm et sont le module et Fargument de Am, 


( 8 ) 


Si = 


sin(mXz^ -4" a^(0/n 
i “H mX /8|jl 


On voit que chacun des termes de Si est dcvcloppablc suivanl 
les puissances de On pent clicrcher i efTectiierle developpe- 
ment puis i rdunir en un seal tous Ics termes qui conticnneiil on 
facteur une meme puissance de \f^\ on obtiendra ainsi, au point 
de 9 ue formelj le ddveloppemcnt de Si suivant Ics puissances 
de y/pi; soit 

( 9 ) 

On a 

T;j+.2 = (— X /s)^S7n/'pm sin(/?^Xw-H a? 4- Wm)- 


C’est au ni^me r^sultatque Fon serai t parvenu en appUqiiant la 
metbode de M. Bohlin. On aurait di^vcloppd S suivant les puis- 
sances de \/p et Fon aurait Irouvd 

I 

La fonction aurait ^ son tour ddveloppablc suivanl les 
puissances croissantes de e, et le coefficient de e n aurait ^td autre 
chose que Tj,. 
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La s^rie Tj^ aurait ete convergente; en effet, si, comme je le 
suppose, la fonction ^{y) est holomorphe pour toutes les valeurs 
r^elles de j/-, on aura 

P/?j <C 

k et Ao ^tant deux constantes positives (Aq < i) ; d’ou il suit que 
la serie 

SmPp,,* 

converge absolumenl, de m^me a fortio?'i que la s^rie 
D’autre part, le d^veloppement (8) converge, mais il n’en est 
pas de m6me du d^veloppement (g). 

Pour nous en rend re compte, il nous suffira d’envisager iin 
excmple tros particulier. 

Faisons 


5?=^, M = o, W/« = o, = o<A<i, 

il viendra 


1 = 




Tp^.2 = 21 ( — 7 ?i)pAI^I (m variant de — co a -+■ w), 

ce qui montre que Tjt,+2 <^st mil si p est impair et ^gal a 

(m variant de i a +30). 


Or nous avons dvidcmment 

S7»PA''>>Sni(m — ^ + i)A"‘= 

d’ou, pour A = ipar exemple, 

Les termes du d^veloppement (9) sonl alors nuls de deux en 
deux ct ceux qui restent sont plus grands que les termes corres-, 
pondants du d^veloppemcnt 

aSgr! 

qui est manifestement divergent. 

Ce que je viens de dire du ddveloppement de 84 s’appliquerait 
^videmment k celui de S2 et des autres fonctions analogues. 
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II n’y a presque rien a changer a ce qui precede dans le cas dc 
A<o, c’est-a-dire dans le cas de la libration. La seiilc difference 
esL qiic la periode reelle de I’inLegrale a’est plus 


mais 


Uo = 




en appelant \/R le radical sin-^^ et posanl 

P = a arc sinv/ — A. 

La quanlite 'k doit alors etre egale non plus u mais a 


226. Le cas limite ou /i = o presente plus d’inlerel. Dans ce 
cas on a 


— ^ = 2log langy> 


el en posant 


sini^ 
2 


tang-^ =/, 


du = 


2 dt 


Sou d’abord, par exemple, 

<f(/) = sin^, 

il viendra 

, , 4«(i — 

d’ou 

^ V 8J (!+«*)» 
Or, en integrant par parties, on irouve 


<ja+i 
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d’ou 


(10) 




8 1+^2 



mdt 


On pourrait se proposer de developper, au moins au point de 
vne formel, la fonction ij; suivant les puissances de mais il 
vaut peut-etre mieux pour cela revenir au cas general. 

Quand y varie de 0 a 27 t, varie de — 00 a 4-00; ^(y) est une 
fonction de u] supposons qu’elle puisse 6tre representee par Fin- 
t^grale de Fourier sous la forme 



e^<I^b(q)dq. 


Pour cela il suffit, puisque <f{y) esL pour toutes les valeurs 
r^elles de^ analjtique et p^riodique, il suffit, dis-je, quc 

cp(o) = o. 

Nous Lrouverons alors 


e^0L-^iQ^^Q(q)dq, 

Cette formule contient en r^alite une constante arbitraire, puisque 
les limites de Fint^gralion par rapport a u sont ind^termin^es; je 
disposerai de cette constante de la mani^re suivante : 

Intervertissons Fordre des integrations et efFectuons Fintegra- 
lion par rapport k il viendra 





7)(y) etant une fonction arbitraire de q introduite par Fintegra- 
lion. On pourrait d’abord dans certains cas supposer cette fonc- 
tion nulle, et il resterait 


ou bien 
(H) 




a H- iq 


'=C 


I -h ^ /8[x 


H. P. - IL 


3 o 
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ou encore, en appelant p et to le module de Fargument de 0(gr), 


(12) 



p sm(^K-+-a7-4- o))c?y 
I -h q 


ou p el CO sont des fonctions de q, 

Mais, pour que la formule (i i) ail un sens, il faut que I’lntegralc 

soil finie et pour cela que la fonction sous le signe J nc devienne 
pas infinie pour c’est-^^dire que 



Comme cela n’aura pas lieu en gdn^ral, on pourrait rcmplaccr la 
formule (i i) par la siiivante [ce qui est une auLre maniere de dis- 
poser de la fonction arbitraire v)( 5 ')] 


(ii bis) 



Qiqu 

r-l- q v/ 8 p 


^{q)dq, 


dlant une constanle arbitraire, d’ou 


{12 bis) 



9dq_ 

I -H ^ V^S {Jt 


j^sin(5'w 4- .r H" w) 



qu^ 


co-h 



Mais on peut encore s’en tirerd’une autre maniire. En gcSncSral, 
6(g) sera une fonction de q qui restera holomorphe si q cstr^el 
ou si la partie imaginaire de q n’est pas trop grande. Soil, par 
exemple. 


cp = sinjK = 




•Comme on a, d'apr^s la formule de Fourier, 



-i- du^ 
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11 vient, ea remplaQant y et u en fonclions de 

c/o (r4-if2)2 

En appliquant h. cette int^grale la Iransformation qui nous a 
conduits k la formula (lo), on trouve 


d’oii enfin 


*■ 






%qi% 

q% 

e 2 _j_ ^ 1" 


6(?) = 








On voit que 9(y) ne cesse d’etre holomorphe que quand q est 
4gal a sj — I multipli^ par un entier impair. 

Cela pose, la formule 


^+00 
<p = / 


resLera vraie quand Fint^grale sera prise non plus le long de I’axe 
des quantitds reelles, mais le long d’une courbe C restant au- 
dessus de cet axe, mais s'en ^loignant assez peu pour qu’entre 
cette courbe et cet axe il n’y ait aucun point singulier de 9(gf)* 

Alors les formulas (ri) et ( 12 ) seront vraies egalement en pre- 
nant les int^grales le long de C; mais elles le seront sans restric- 
tion, car, quel que soit 6(g^), la quantity sous le signe J ne 
deviendra pas infinie le long da cbemin d^nt^gration. 

On voit tout de suite une importante propri6te de la fonction tj; 

d^finie par cette fonction (i i). Nous avons sous le signe J I’expo- 

nentielle comme la partie imaginaire de q est positive, si a 
est reel, positifet tres grand, le module de cette exponentielleest 
tr^s petit. Done pour m == + 00 , c’est-li-dire pour/ = 2 tc, ^ el 
s’annulent. On peat aussi remplacerle chemin d’int^gration Cpar 
un autre chemin Q qui reste au-dessous de I’axe des quantiles 
reelles sans s’en eloigner beaucoup, de fagon qu’entre G et cet 
axe il n’y ait aucun point singulier de 9. 



CHAPITRE XXI. 


462 

Les integrales (i i) et ( 12 ), prises le long de C', nous donneroiU 
d^autres valeiirs de et de Si que je d^signerai par 6' cl S\ pour 
les distingner des premieres. 

Comme la partie imaginaire de q est negative, si if csl reel, 
negalif et tres grand, rexponentielle aura son module ires 
petit. Done, pour u:=z — oo, c’esl-a-dire pour = 0 , cl S' s’an- 
nulent. 

On pent se demander si est egal a On voit qu’enlrc les 
deux chemins d’int^gralion C et C', la quantile sous Ic signe j 
prdsente un point singulier qui est le point 




I 




Ce point singulier est un p6Ie. La difference dcs deux inlcgrales 
sera done egale a azit multiplid par le rdsidu; cc qui donne 





elj en appelant po et (Oq le module elTargument de 6 


Si-Si = ir 





On voit que n’est pas ^gal a a moins que 


6(^ = 0(za) = f =:S 0 . 

Cherchons maintenant a d^velopper et tj;' suivant les puissances 
de voici ce que nous oBtiendrons; soil 


il viendra 

I’intdgrale 4tant prise le long de C pour el le long de C' pour 
Mais, cette fois, la quantity sous le signe f ne pr^senle pas de 
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point singulier entre C et d’ou il resulte que Ton a 

Aiiisi, bien que les fonctions et ne soient pas ^gales, leiirs 
dcveloppements formels suivant les puissances de y/jl sont iden- 
tiques. C’est assez dire que ces dcveloppements ne sont pas con- 
vergcnts. 

Cela montre toutefois que si p. est considCrC comme im infmi- 
ment petit du premier ordre, la difference ij; — sera un iniSni- 

ment petit d’ordrc inflnij comme est, par exemple, e 

Et, en effet, dans le cas particulier oii sinjK, on a 



cc qui montre que les differences ^ et S, — S' sont du mCme 
ordre de grandeur que 

.Le 

227. Nous retrouverons plus loin les mCmes rCsultats par des 
moyens plus simples, mais je tenais a les presenter sous cette 
forme, afin de mieux faire comprendre le passage du cas ordinaire 
au cas limite. 

Oomparons en cffclles formules(8) et(i 2 ). Dans laformule (8), 
nous avons une serie ou entre la quantitC comme m est un 
entier, ml ne pourra prendre que certaines valeurs qui seront 
d’autant plus rapprocliCes les unes des aulres que 1 sera plus petit. 
Quand h tend vers zCro, la pCriode de I’intCgrale u croit indefini- 
menl, et 1 tend vers zCro. Les valeurs de ml deviennent de plus 
en plus rapprochCes et, k la limite, la sCrie se transforme en une 
intCgrale, ce qui conduit k la formule ( 12 ). 

Mais quand 1 dCcroxtra ainsi d’lme maniere continue, il pas- 
sera par certaines valeurs pour lesquelles il se produira une cir- 
constance qui merite de fixer Tattention. 
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Si 



mule (8) 


devient entier, Pun des denoaiinateurs de la for- 


i-t- m\ 


s’anniile et la formule devient illusoire. Et en cffet un des tonnes 
de cette formule devient infini. Dans ce cas, il est aisd dc voir que 
le terme qui devient ainsi infini doit etre remplac^ par 

( 1 3 ) A.,„ Me-«“ = 

et, ea effet, on a 

ij; = du. 

Si im'k a n’est pas nul, I’int^grale da second inembre est dgale a 

^iimk+oOu 
im l -h a 

pins une constante qne Ton pent supposer nullc. Mais, si iml -t- a 
est mil, cette intdgrale est 6gale a u plus unc conslanlc que I’on 
peut supposer nulle. 

En substituantainsirexpression (i3) dans tj; ^ la place du terme 
qui deviendrait infini, la fonction ^ ne devient plus infinic, mais 
elle cesse d’etre p^riodique par rapport k u. 


228. Revenons au cas limite ou h est nul et supposons d’abord 

<p(7)=:sin7. 

La formule (lo) nous donne alors 




mdt 




C ^tant une constante d’int^gralion. Le premier terme est d^ve- 
loppable suivantles puissances croissantes dc pourvu que I soit 
plus petit que i . II en est de m^me du second terme, car 
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On en conclul, en efFectuant rint^gratlon, 


4^ 




f2n+l(— 
aa -H 2 W H- I 


+ Cjf-2a 


On voit ainsi que, pour t== o, tj^ — s’annule. D’autre part, 
comme la partie r^elle de aesl nuUe, I’expression s’annule 

pas pour ^ = 0 . 

Pour que la fonction s’annule pour ^ = o, c’est-^-dire pour 
= — 00 , il faut done el il suffit que la constante C s’annule. La 
fonction que nous avons appel^e 'V au n° 226 est done ^gale k 


s/ 211 . 


t 



t^^dt 


Je puis ^crire aussi la formule ( 10 ) sous la forme 
t . . . r" 




1 - 4-«2 




Jt ^ 


■ 


a^-2a, 


C' dtant line nouvelle constante. 

Si nous supposons que £ soil plus ^rand que i et que nous 
ddveloppions suivant les puissances d^croissantes de il viendra 






'2 


^—C2«4>I) ^ — x)^ 
271 4- i — 2a 




Le premier et le second terme s’annulent pour « = oo, mais il n’en 
est pas de mfime du troisifeme. 

Pour que la fonction <{i s’annule pour r = oo, c’est-4-dire pour 
M =3 - 1 - 00 , il faut done et il suffit que la constante G' s’annule. La 
fonction que nous avons appelee <[< au n° 226 est done ^gale k 

Pour que tjj fut 6gal k «!<', il faudrait done que Ton etit 

C“ 


ce qui, comme nous 1’ avons vu plus haut, n a pas lieu. 

Plus g^ndralement, supposons que ^{j) s’annule pour>' = o, 
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(p s’annule pourj^=Oj c’est-a-dire pour ^ = o et pour/ = 27:, 
c’est-a-dire pour ^ == 00. Soit done d^abord t petit ct dcveloppons o 
suivant les puissances de soit 


^ ^ dt -h Ci-»« = ^ s A„ + c<-«, 

C 6 tant une conslante d’integration. Pour que cclte expression 
s’annule pour t = o, il faut et il suffil que C soil nul. La fonc- 
tion iji' du n“ 226 est done egale i 


(i 4 ) 






Soit maintenant t tr^s grand ; developpons cp suivant les puissances 
dderoissantes dc t et soit 


i] viendra 




? = - i/1 ^ i SSt}! + 


G etant une conslante d’intdgration. Pour que cetlc expression 
s^annuIe pour / = oo, il faut ct il suffit que soit nul. La fonc- 
lion tj; du n® 226 est done ^gale k 


Pour que tj^ flit egale a il faudrait que 

poo /»-+•« 

/ (b dt ’ j = 

e’est-^-dire que 

0(ia) = 0, 

ce qui n’a pas lieu en general. 
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Developpons mamlenant les expressions (i4) et (i 5) suivant les 
puissances de On Lrouve 


♦■=Asa. 


ill /2 [JL 


ce qui nous donne pour le d^veloppement formel de Y 

* ^ - 

U6) t;,= 

La formule (i 5) nous donne de m^me 


11 /— « 

^ = — L-—, 




{lebis) tj; = ST;,lx2, Tp= SBttJn 2 )^. 

2 I 

Sous cette forme I’identit^ des deux developpemenls n’est pas 
aussi immMiaLement manifeste que sous la forme que nous lui 
avions donn^e d’abord. 

229. Mais il esL ais^ de passer de Tune k I’autre. 

Nous avons, en effet, 

0 (?)= 

Je dis que 9(^) est une fonclion m^romorphe de q qui n’a 
d’autre singularity que des p6les et dont les p61es sont dgaux ^ ^ f 
multipiiy par un entier posilif ou n^gatif. fieri vons, en efifet, 

2'it0(^)= r f cp 

«/o */— GO 

Si la partie imaginaire de q est positive, la seconde intygrale est 
une fonction holomorphe de q^ ne prysentant aucune singularity; 
car, pour — 00 , cp et s’annulent. I) peut ne pas en ytre 
de myxne de la premiere. 

Si, au contraire, la partie imaginaire de q est nygative, la pre- 
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mi^re int^graleseraune fonction holoixiorphc de g, mais il pourra 
n’en pas ^tre de m^me de la seconde. 

fitudions doDC les singularites que peal presenter ]a seconde 
int^grale quand la partie imaginaire de q est negative. Supposons 

que cette partie imaginaire soil plus grande quo — Reprenons 
le d(^\eloppemeiit 

nu 

;p = 2A„<« = SA„e* 

Nous pourrons ^crire 


U 


nu 


o = Ai^ 2 -1- Ag H-. . . 4“ e * Rft 


nu 

et, quand u tendra vers — oo, R,2e ^ tendra vers zero. La seconde 
int^grale peut s’ecrire alors 


oil 


Jl -+- J2 "H S/j 


^0 /K_ \ 

Jk=Ak j ev* S,, = J du. 


L’int%rale Jg n’a pas de sens par elle-m 6 mc dis quo la partie 

K 

imaginaire de q est plus petite que — — et Ton ne peut lui en attri- 
buer un que par continuity analytiqiie. On trouve alors 


Jk = 


Ak 


K . 


Quant k Sn, tant que la partie imaginaire de q est plus grande 
que — e’est une fonction de g qui ne prysente aucune singula- 
rity, car la quantity sous le signe s’annule pour u = 00. 

On voit ainsi que la seconde intygrale est une fonction myro- 
morphe de q admettant pour pdles 

K 

^ ^ a" entier positif) 


jAk. 


avec le rysidu 
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On verrait de m^me que la premiere int^grale est une fonction 
m^romorpke de q admettant pour p61es 


avec le residu 




K 

2 


(K entier positif) 


— sBk. 


Les p61es de 9(gr) sont done 


avec les residus respectifs 


quand on prend le signe superieur et 




quand on prend le signe inf^rieur. 

Reprenons alors la formule (ii) et supposons que Tiut^grale 
soil prise le long de la courbe C. 

Conslruisons un cercle K ayant pour centre Torigine et pour 

rayon — ? m ^tant Ir^s grand. Soit la partie de ce cercle 

qui est situde aii-dessus de la courbe C. Soit la partie de la 
courbe C qui est interieiire au cercle K. 

Les deux arcs G^ et K| formeront un contour fermd et Pinte- 
grale (x i), prise le long de ce contour, sera dgale ^ 2 /tc multiplid 
par la somme des rdsidus relatifs aux p61es intdrieurs au contour; 
e’est-a-dire k la somme des m premiers termes de la sdrie (i5). 

On montrerait que I’intdgrale (ii) prise le long de Ki tend 
vers zdro quand m croit inddfinimenl; le calcul seferait sans diffi- 
culte, mais il est inutile puisque nous savons d’avance que la 
sdrie (x5) est convergente. 

L’intdgrale prise le long de C( lend vers done ^ est dgal k la 
somme de la sdric (x5). 

Nous retrouvons ainsi le ddveloppement(i4) ainsi que les ddve- 
loppements (i6) et (x6 bis). 

Ce qui prdcdde suffira pour faire comprendre comment on pent 
passer des ddveloppements du n° 226 k ceux du n® 228. 
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230. On pent se proposer maintenanl de raltaclicr Ics dcvolo|>- 
pements da n° 228 a ceux du Ghapitre VII. 

Nous avons vu an n® 228 que, quand s = o, Ics equations adnicl- 
tent une solution p^riodique simple 

x = p=:y-q-o 

avec les exposanls caract<5ristiques iy/ap. ct que les solutions 
asymptotiques correspondanles sent 

jE)=o, ^ = ±: /ajlsin^j tang^ = 

La troisieme de ces equations pent aussi s’ecrire 

cot^ = 

4 

ou 

tang‘d = 

4 

suivant qu’on prend le signe supdrieur ou le signo infcricur. 

Comme les exposants caract^ristiques ne sent pas luiLs, los 
principes des Chapitres III et IV nous apprennent que, pour Ics 
petiles valeurs de $, il existera encore une solution pdriodi((uc; 
nous aurons encore pendant que p^y scront dcs fonc- 

tions de i et de e, d^veloppables suivant les puissances croissanles 
dee, s’annulanlavec eetp^riodiques de periode nicparrapport i ^ 
De m6me les exposants caracteristiques qui scront egaux ct de 
signe contraire, et que j’appellerai dz p, seront ddveloppabics sui- 
vantles puissances croissantes de e (C/. Ghapitre IV) ^ sc rdduiru 
a + pour e = o. 

Pour les petites valeurs de e il existera ^galcment deux sdrics 
de solutions asymptotiques qui se prdsenteront sous la forme sui- 
vante; pour la premiere s^rie, nous aurons 

(*7) g = ^2, C0t“=:V)3, 

v)i, 7)2 et 7)3 dtant des series d^velopp^es suivant les puissances 
de et dont les coefficients sont p^riodiques en t. 
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Pour la seconde s6rie, nous aurons 

(17 bis) os=t, i3 = Yii, ? = tang| = ■»)',; 

v]', 7]' ct r\[^ cLant des series developpees siiivant les puissances 
de et donl les coefficients sont p^riodiques en t. 

Si nous consid^rons maintenant ces quantiles comme fonctions 
de £, le n^^ 106 nous apprendra que les six fonctions r, sont deve- 
loppables suivant les puissances croissantes de e. 

Si nous les consid^rons comme fonctions de [x, le n^ 104 nous 
apprendra que chacun des termes des six fonctions v) aura un coef- 
ficient de la forme 

N 

n’ 

IN ctant un poIyn6me d^velopp^ suivant les puissances croissantes 
de y/jl et de p et 11 ^tant un produit de facteurs de la forme 

m et n (Slant des entiers positifs ou ntSgatifs. 

comme nous I’avons vu au n® 108, pent ^Ire developp^ suivant 

les puissances de \/jI, mais le d^veloppement est en general pure- 
ment formel parce que les exposants caracteristiques s’annulent 
pour [ji = o. 

Transformons maintenant les expressions (17) 01(17 bis). Com- 
mengons par remplacer partout ^ par x. R^solvons ensuite P^qua- 
tion 

Y 

COt^ = 7)3 

4 

par rapport i C, nous trouverons 

GeP^=:^. 

Si nous observons que, pour 0 = 0,713 se r^duit k nous 

verrons que ^ peut se d^velopper suivant les puissances de e et 

de cot- et que ses coefficients sont p6riodiques en x. 

4 

Substituons 2^ a la place de dans 7)^ etrj2; alors y\\ et 712 
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deviendront des fonctions de x qV 6 .Q y cL I’expression 


•r\id(x; Tiidy 

sera UI16 difif^reutiellc exactc Integrons cctt6 difiTcrcnticlIc, 
nous obtiendrons line cerlaine fonction S jouissant dcs proprielcs 
suivantes ; 

I® Ses deriv^es seront p^riodiques par rapport a x, 

2^ Elle sera ddveloppable suivant les puissances dc e cl 

de cot!^* 

4 

3 ° Un terme quelconque de 



ou de 



se composera du cosinus ou dii sinus d’un multiple dc .r, mulli- 
pli4 par line puissance de cot^j par une puissance dc e, et par un 
coefficient de la forme 

N 

n’ 


ou N est d(5veIoppable suivant les puissances de s, de \/[I ct do ( 3 , 
et oil n est un produil de facteurs dc la forme 

m \/— 1 4- 71 ^. 

N 

4^* L’expression g est developpablc suivant les puissances de e 

et de \/[a; il en est done de mSme de S; seulement, tandis quo Ic 
d^veloppement de S suivant les puissances de e est convergent, 
le d^veloppement suivant les puissances de n’a de valcur qu’au 
point de vue formel. 

Nous aurions pu op^rer de mSme sur Fexpression (17 bis) ot 
nous aurions obtenu une fonction S' tout k fait analogue k la fonc- 
lion S, avec cette seule difference qu’au lieu d’etre ddvclopptSc sui- 
vant les puissances de e et de cot^? elle serait d<5veloppdc suivant 
les puissances de e et de t:ang^‘ 

J’ai dit que S (et S') est d^veloppable suivant les puissances dc e ; 
soit done 

S = So •+■ S16 -+- , , , 
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Alors S^ n’est autre chose que la parlie r^elle de et ^ se 
presente sous la forme d^un ddveloppement proc^dant suivant les 

puissances de c’est-k-dire suivant les puissances d^crois- 

santes de la variable que j’ai appel^e t au 228. 

Ce de^eloppement ripest autre chose que le developpe- 
merit (i5). 

Voyons ce que deviennent dans cette traus formation les expres- 
N 

sions 

N est d^veloppable suivant les puissances de e; d’autre part, 
P ^tant d^veloppable 6galemenl suivant les puissances de e, il en 
sera de mime de 

I 

msl— n- /I p 

et le premier lerme du diveloppement sera 

T 

;/2 — 1*+- 71 v /2 |JL 

N 

Supposons done que nous ayons une expression ^ oil le premier 
terme du diveloppement de N suivant les puissances de e se reduise 
a Y produit 11 se riduise h un seal facteur 

*7 — n^. 

N 

Alors le diveloppement de ^ aura pour premier terme 

it!: B/t =£4 /if Bff 

2 V B aa-Tz* 

Ainsi s’explique, dans le diveloppement (i5), la presence du 
coefficient 

Bn 

20c — n 

De mime S' est diveloppable suivant les puissances de e, ce qui 
donne 


== Sq •+■ s H- 



CHAPITBE XXI. 


474 

S', esl la panic reeUe de el f se presente sons la forme d'un 

dlveloppementprocedantsuivaDtles puissances do t ct qui n'ost 
autre chose que le ddveloppement (i4)- 

431. Les fonctions S et S' se prdsenlcnl sous la forme de dtive- 
loppements. Le ddveloppemenl de S procedant suivanl les puis- 
sances de cot^> n’est convergent que quandjj' est voisin do 

4 

celui de S', procedant suivant les puissances dc taiigi, n’esl con- 

yergent que qiiandj^ est voisin de zero. Mais on pout, par conti- 
nuity analylique, definir S et S' pour des valeurs dey quclconqucs ; 
on pent « continuer » ainsi ces fonctions de tcllc fuQou (ju ciles 
soientdyfinies toutes deux pour les valeurs de ^comprises cnlrc/a 
etji, 7o et ^lant elles-memes comprises entre o cl '>. 7 :. 

On peul se denaander si dans ce champ oCi ellcs sont dellnies 
toutes deux, les fonctions S et S' sont ^gales. La reponso doit elrc 
negative. En efifet, si Ton avail idenliquement 

S = S', 


les termes des developpements convergenls de S el S', suivant les 
puissances de s, devraient ^tre ^gaux el Ton devrait avoir en par- 
ticulier 

Si=Si, 


et par consequent 




Or nous avons vu dans les numyros precydents que ^ n’est pas 
ygal a A'. 

Ainsi S n’est pas ygal ^ S'; on pent tirer de la une consequence 
importante. Nous savons que S et S' sont developpablcs /omef- 
lement suivant les puissances de y/[x; soient 


(18) 


S = To“l~Tjiy'^(X'4- T2fx-h..*i 




ces dyveloppements peuvent s’obtenir, soil par les procydys des 
n‘’® 207 k 210, soil en partant des syries ( 17 ) et (17 bis)^ les dyve- 
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loppanL saivant les puissances de (Cf, 108) et les traitant 
ensnite comme je Pai fait au num^i'o precedent. 

La fonction T/ est, pour j voisin de 2 ^, developpable suivant 

les puissances de e el de cot^ et la fonction T', pour y voisin 
dc zero, se developpe suivant les puissances de $ et de tang^* 
Cette propri^te est caract^rislique. La fonction S est la seule, en 
efFel, qui soit developpable suivant les puissances de e et de cot- 
et qui satisfasse k Pequation ( 2 ); de m^me S' est la seule fonction 
qui soit developpable suivant les puissances de e et de tang j et qui 
satisfasse a Pdquation ( 2 ). 

D’autre part, les n°® 207 k 210 nous apprennent que les func- 
tions Tj peuvent etre mises sous la forme de series proc^dant 

suivant les sinus etles cosinus des multiples de Elies sont done 

dtSveloppables a la fois suivant les puissances de e et de cot^ pour y 

voisin de 2 ti:, et suivant celles de e et de tangy poury voisin de z 6 ro. 
On a done 

Si done les d^veloppements ( 18 ) 6 taient convergents, on aurait 

S = S'. 


Done les de^eloppemenis ( 18 ) divergent. 

Done les dioeloppements du n® 108, d^oii on peat les tirer^ 
ne convergent pas non plus. 

( Cf. Tome I, p. 35 1 , lignes 3 sqq., et Tome 11, p. 392 , ligne 1 3.) 

232. J’ai suppose, dans ce qui pr^c^de, que <^( 7 ) s’annule 
pour 7 = 0 . Cette restriction n’a rien d’essentiel. Si <p(o) ne 
s’annulait pas et 6 tait 6 gal par exemple k Ao, il suffirait d’aj outer 
aux ddveloppemenls (i 4 ) et (i5) un terme 



CHAPITRE XXI. — EXTENSION DE LA METII. DE M. BOIILIN. 

et d’aj outer la meme constante aux integrales (i i) qui cldfinisscnl 
^ el tp'. 

J’ai insiste assez longuement sur cet excmple, qui non sculemcnl 
me permcltait de demontrer la divergence dcs series des n‘’® 108 
et 207, mais qui presentait encore d’aulres avantages. 

D’abord il montrait comment on pent passer dcs ddveloppo- 
ments analogues a ceuxdu n° 225 a des developpemcnls analogues 
k ceux du n° 104, en passant par Fintermediaire dcs dcvoloppc- 
ments des 226 et 228. 

Ensuite les singalai'ites que j’ai signal(5es dans Ics ligiics qui 
precedent sonL la premiere indication de Fcxislencc des solutions 
p^riodiques du deuxieme genre et doiiblemenl asjmploliijiics, sur 
lesquelles je me reserve de revenir plus tard. 


PIN DU TOME SECOND. 
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